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Urojony sprzymierzeniec

Dr Macief SKWARCZYNSKI

Wszyscy wiemy, ze w zbiorze liczb rzeczywistych sa wykonalne wszystkie cztery
dzialania arytmetyczne. Niestety juz prosty przyklad

(D x24+1=0

pokazuje, ze rownanie o wspolczynnikach rzeczywistych moze nie mie¢
rzeczywistego pierwiastka. Nieprzyjemna sytuacja. Nie jest w koricu mito by¢
posadzonym o nieumiejetno$¢ rozwiazania tak prosto wygladajacego

réwnania. Nic wigc dziwnego, e juz w szesnastym wieku matematycy wprowadzili
do rozwazan nowy idealny obiekt, oznaczany symbolem i, uwazany za rozwigzanie
rownania (1).

Przy wykonywaniu dziatan arytmetycznych postgpowano z nim tak, jak ze
znanymi liczbami, pamigtajac jedynie ze i* = —1. W wyniku otrzymywano

liczby postaci a+ bi, gdzie a, b € R, zwane zespolonymi, oraz wzory

(@, +b i)+ (ay+byi) = (a,+a)+ (b +b2)i,
(a,+b,i)(ay+byi) = (ayay—b; b))+ (a; by +ayby)i.

Liczby postaci bi nazywano urojonymi, gdyz mimo wszystko istnienie liczb,
ktorych kwadrat bylby liczba ujemna, nadal budzito watpliwosci.

Musialy ming¢ trzy stulecia, zanim Karol Gauss rozproszy! te

watpliwoéci, interpretujac liczbe zespolona z = a+ bi jako punkt na plaszczyZnie
o wspéfrzqdnych a, b. Odcicta a nazywa si¢ czgécig rzeczywista, a rzgdna b nazywa
sig¢ czeScig urojong liczby z. Stad tez zbidr liczb zespolonych zostal nazwany
plaszczyzna Gaussa.

i Liczba z, symetryczna do z wzgledem osi rzeczywistej, nazywa si¢ sprz¢zong
,_b z do z. Oczywiscie z = a—bi. Ciekawg wlasnoécig sprzezenia jest to, ze wynik
dzialania arytmetycznego na liczbach sprz¢zonych z z,, z, jest zawsze liczba
sprzezong do wyniku tego dzialania na liczbach z,,z,. Jesli z, jest
pierwiastkiem réwnania o rzeczywistych wspéiczynnikach

I
I
I
|
t (2 a,2"+...+ay = 0,
;c to biorac sprzeZenie obu stron widzimy, Ze z, jest rownieZ pierwiastkiem tego
: réwnania.
: Odlegtos¢ liczby z od zera na plaszczyZnie Gaussa jest oznaczana przez |z|
I 1 nazywa si¢ wartoscig bezwzgledng liczby z. Oczywiscie
I
b -8 lz]> = a®+b%, awiec |z]? = zz.
e e s e e d oz

Rownos¢ |z,||z;| = |z, z,] wynika tatwo z drugiego z tych zwiazkow, jesli ja
zapisa¢ w rownowaznej postaci

12121221 = |21 2,)>

Uwzgledniajac powyzszy zwigzek, otrzymujemy tozsamo$¢, w ktdrej wystepuja
juz tylko liczby rzeczywiste:

(a}+b})(a3+b3) = (a,a,—b,by)*+(a, by +a,b,)>.

Oto do czego przydala si¢ urojona liczba i. OtrzymaliSmy elegancki dowdod
twierdzenia o liczbach jak najbardziej naturalnych: iloczyn dwu liczb naturalnych,
bedacych sumami kwadratow liczb naturalnych, jest liczba, ktora jest rowniez
suma kwadratow liczb naturalnych. :

Zobaczmy, w czym jeszcze moZe pomdc urojony sprzymierzeniec.

Zauwazmy najpierw, Ze pojgcic granicy ciagu moze by¢ rozszerzone na
przypadek, gdy wyrazy ciggu sa liczbami zespolonymi. Liczba zespolona z nazywa
si¢ granicg ciagu {z,}, n = 0, 1, ..., jezeli cigg, ktérego n-tym wyrazem jest
odlegtos¢ z, od z na p%aszczyzme Gaussa dazy do zera przy n dgzacym do
nieskonczonosci. Podobnie jak w przypadku rzeczywistym, definiujemy sume
szeregu o wyrazach z, jako granicg ciggu sum czeSciowych

Zz,, = lim (zo+z, +...+2,).

n=0 i



Jedli granica ta istnieje, to mowimy, ze szereg jest zbiezny.
Funkcje trygonometryczne sinx, cosx moga byé przedstawione szeregiem
potggowym o wyrazach rzeczywistych, zbieznym dla kazdego x € R

2n-1 2»
sinx = Z (=1)"+t. (2-}1 I cosx = Z (—=1)"- ani

Wiasno$¢ t¢ ma réwniez funkcja wykladnicza. Jedli za podstawe przyjaé liczbe
rzeczywistg

= 1 11
e=2.};.!_= I$14s +ko., BT,

to dla kazdego x € R

ﬂ i wwx"

n=0

n!’

Mozna udowodnié, ze kazdy z tych szeregéw pozostaje zbiezny, gdy zamiast x
podstawi si¢ dowolng liczbe zespolong z. W szczegdlnosci

[
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Rozwigzanie zadania M8 3
Z warunkéw zadania mamy (zob. rysunek) Otrzymaliémy wzOr EUICI’a 5
AD = 8 cm, BC = 4 ¢cm. Niech BE i CF beda B ) .
wysokosciami trapezu. Ze wroru na nole e‘r = COoSst+1isint.
trapezu znajduj my BE 3, 5¢em. Trojkaty
ABE i DCF sy praystaigce, wigc AE = FD, Tak wigc mlcdzy funkcja wykladnicza a funkcjami trygonometrycznymi
i poniewaz AE+ FD = AD~ BC = 4 cm, zachodzi niezmiernie ciekawy zwiazek. Jest to tym bardziej nieoczekiwane, ze
Wik dh = o caL OWCER D ~ funkcja wyktadnicza byla definiowana w programie algebry zupelnie niezaleznie
— YAELT BE? = - od funkcji trygonometrycznych. Dopiero wprowadzenie urojonego i pokazatlo, ze
- funkcja wykladnicza moze byé pozyteczna w zadaniach, w ktérych wystepuja

= Y25 +35 cm= ! 5 — O funkcje trygonometryczne, i na odwrét.
e Sisiin Hies Eadlonar. Sprébujmy na przyktad wyrazi¢ funkcje cosnt, sinnt w zaleznosci od funkcji
ZAINACZONYCHh Nd rysunku bniami . ey . . we . .
T e dsascon Riedidn: - COBL; sint. Naszym punktem wyjscia bedzie podstawowa dla funkcji wyktadniczej
W tym celu zbadajmy. ktory z katow tOZSamOSC
BAC i CAD iest wigkszy. Poniewa? katy ezl+z;;= et _ezz

CAL i BCA s3 “0wne, mamy porownaé katy
Bata Btd - Setakabytetikgte ABC, ktora, tak jak w przypadku rzeczywistym, wynika z przedstawienia oraz
a w trojkacie naprzeciwko wigkszego kata lezy . ’

wlasnosci szeregéw.

diuzszy bok. Mamy wigc poréwnaé boki

¥ 5 &y H H 1 4 L Zyn
BC i AB. Maja one diugosci ¢ cm i V55 cm, Z tozsamosci tej wynika natychmiast wzér " = (e)".
W szczegolnosci
Mamy oczywiscie 4 < ; y65, "" — (e“)"
gRal ot B R DAC ey Stad réwniez wobec wzoru Eulera otrzymujemy wzér de Moivre’a
od kata BCA, a wigc kat BAC jest mniejszy
od kata CAD; dwusieczna kata BAD (COSf+fsin r)ll = COSNI*{‘fSinnt.

przecina wigc bok CD.
Stosujac do lewej strony wzér Newtona i poréwnujac czeéci rzeczywiste i urojone
obu stron otrzymujemy tozsamos$ci

n n
cosnt = cos"t — (z)cos"“ 2¢ . 5in?t + (4)cos"“"t- sin*t—...,

n n
sinnt = (l)cos"'ir- sint — (3)cos"-3r - sin3t+....

Na przykiad dla » = 4 mamy:
cos4t = cos*t—6cos?tsin?t+sin*t = 8cos*t—8cos?r+ 1
sindt = 4cos3t “sint—4cost * sin3t.

W tozsamosciach tych nie wyst¢puja liczby zespolone.
Urojony sprzymierzeniec po spetnieniu swej roli zniknal, pozostawiajac gotowy
wynik.



Wit)

Krzywa jest to ciggla funkcja
z(t) = x(t)+iy(r), okreslona

w domknigtym przedziale

I = <a, b>. Nietrudno przekonaé
si¢, ze funkcja z(r) jest ciagla
wtedy i tylko wtedy, gdy ciagle
sa obie funkcje rzeczywiste
x(1), y(¢). Jesl koniec z(b)
krzywej pokrywa si¢ z jej
poczatkiem z(a), to méwimy,
ze krzywa jest zamkniegta.
Zbior z(I) zawarty

w plaszczyZnie Gaussa nazywa
si¢ obrazem krzywej i jest
niekiedy mylony z sama
krzywa z(t), t € L.

T
Z(t) 0=2,
-Tli
e
0 W,

3

WL

Z kolei sprobujmy obliczy¢ sume:

C, = 14+cost+cos2t+ ... +cosnt.

Zadanie wydaje si¢ trudne ...
Liczby zespolone:

1,cost+isint, cos2t+isin2¢, ...

, ale od czego liczba i?

, cosnt+isinnt

tworzg cigg geometryczny o ilorazie ¢ = cost+isint.
Istotnie, zgodnie ze wzorem de Moivre’a, mamy

(coskt +isinkt)(cost+isint) = e'*.e"" = *+1 = cos(k+ 1)r+isin(k+1)t.

Oznaczajac

S, = sint+sin2t+ ... +sinnt

i korzystajagc ze wzoru na sume ciggu geometrycznego, otrzymujemy dla ¢ # |
sin s t-cos -t sin s -sin -1
1—g"*' 2 2 ) 2 ! 2

C.+iS, =
1—¢

. R
sin — sin -

2 2
Poréwnujac czgéci rzeczywiste i urojone otrzymujemy szukany wzoér na C,
oraz dodatkowo wzér na S,. Tym razem nasz sprzymierzeniec nie tylko
pomdgt rozwigzaé zadanie, ale jeszcze zostawil prezent. Zamiast jednego mamy
dwa wzory:

. n+l n
sin—7——1°CoS—-1
2 2
1+4cost+cos2t+ ... +cosnt = : =
sin —-
2
. n+l1 < o
sin —T--r-sm--;) 1
sint+sin2t+ ... +sinnt = - S
sin —-
2

Przyjrzyjmy si¢ teraz geometrycznym wlasnosciom funkcji e*. Zauwazmy, ze
27i jest okresem tej funkcji. Rzeczywiscie,

e?™ = cos2n+isin2w = 140i = 1, wiec 2% = 2™ = ¢,
Podzielmy plaszczyzne zmiennej z = s+1#i na pasy prostymi ¢ = 2kn, gdzie

k =0, +1, .... Funkcja e* przeksztalca pas 0 < ¢t < 2= (i kazdy z pozostatych
paséw) wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne z usunigtg potprosta dodatnia
w= 0.

W podobny sposob dzielac plaszczyzng zmiennej z = s+ na pasy prostymi

t = w+2kn, gdzie k = 0, +1, ..., przekonujemy si¢, ze funkcja e* przeksztalca
kazdy z tych pasow wzajemnie jednoznacznie na plaszczyzne z usuniety
polprostg ujemng w < 0.

Tak wigc obrazem plaszczyzny Gaussa przy przeksztafceniu w = e jest
plaszczyzna Gaussa z usunigtym punktem 0. W szczegdlnosci dla kazdego

wo # 0 istnieje liczba z, taka, ze e*® = w,. Co wigcej, jesli w(?) jest krzywa

o poczatku w punkcie w,, nie przechodzacg przez 0, to istnieje dokladnie jedna
krzywa z(t) o poczatku w punkcie z, taka, ze ¢ = w(t) dla kazdego t. Jezeli
krzywa w(t) nie przecina pdtprostej dodatniej (lub pélprostej ujemnej), to krzywa
z(t) cala zawiera si¢ w tym pasie, do ktérego nalezy z,, i jest zamknicta, jezeli
krzywa w(t) jest zamknigta. Tak jest w przypadku przedstawionym na gérnym rysun-
ku. Na ogét jednak koniec krzywej z(1) jest rézny od z,. Gdy np. w(t) = r- ",
gdzie 0 < 1 < 27, to z(t) = zo+it, gdzie 0 < t < 2=, nie jest krzywa zamknigtg.
Liczba z,, taka, ze ¢*® = w, nazywa si¢ logarytmem liczby wq. Cze$é urojona f,
liczby z, nazywa si¢ argumentem liczby w,. Stad tez réznica miedzy koncem
krzywej z(f) a jej poczatkiem nazywa si¢ przyrostem logarytmu na krzywej w(r).
Przyrost argumentu na krzywej w(?) definiujemy jako cze$¢ urojong przyrostu
logarytmu. W ostatnim przykladzie przyrost logarytmu wynosit 277, a przyrost
argumentu wynosit 2z. W przypadku ogdlnym przyrost logarytmu jest rowny
2kmni, a przyrost argumentu jest réwny 2kz, gdzie K jest pewng liczbg catkowita.
Llczba k nie zalezy od poczatku z, krzywej z(t) (dlaczego?) i nazywa si¢ indeksem
ind w(r) krzywej zamknigtej w(t). Wskazuje ona, ile razy krzywa w(t) ,,obiega”™
punkt 0.




Niech w,(?), w,(7) beda dwiema krzywymi zamknigtymi, ktorym odpowiadaja
krzywe z,(t) i z,(t). ROwnosé

TN +a) — LTiMpZa) — wl(r)wz(r)

pokazuje, ze krzywej w, (1)w,(t) odpowiada krzywa z,(r)+z,(¢). Wynika stad
nastgpna bardzo wazna wlasnoé¢ indeksu:

ind (w, (1)w,(r)) = indw, (1) +ind w,(¢).

Druga wilasnos¢ indeksu zaobserwowali$my juz wczeéniej. Mianowicie, jesli
zamknigta krzywa w(?) nie przecina polprostej dodatniej (lub ujemnej), to

indw(t) = 0.

Zobaczymy teraz, w jaki sposob z tych dwu wlasnoséci indeksu wynika
nastgepujace

podstawowe twierdzenie algebry:

Kazdy wielomian ]
(2) W(z) = a,z"+ ... +a5, n>0, a,#0

o wspolczynnikach zespolonych posiada zespolony pierwiastek.

Bedziemy rozumowac nie wprost. Przypusémy, ze wielomian W nie posiada
pierwiastka. Wynika stad, ze krzywa W(re"), gdzie r = 0, za$ 0 < ¢ < 2=, nie
przechodzi przez 0, a wigc posiada okreslony indeks. Indeks ten zmienia sig
w sposOb ciagly wraz z r, a begdac zawsze liczba catkowita musi mie¢ t¢ samg
warto$¢ dla kazdego r. Dla r = 0 krzywa W(re") redukuje si¢ do stalej, a wiec
indeks ma warto$¢ zero.
Tymczasem piszac W = W, W,, gdzie W, = 2", W, = a,+ a"—z‘l-+ +-‘:,?-
stwierdzamy, Ze dla duzych r indeks ma warto$¢ n. Rzeczywiscie, dla
duzych wartosci bezwzglednych zmiennej z, wartosci W, malo réznig si¢ od a,
i wobec tego nie naleza do polprostej dodatniej lub nie nalezg do péiprostej
ujemnej. Stad, dla duzych r, ind W,(re") = 0. Ale ind W, (re") = nindre"* = n.
Zatem

ind W(re'") = n+0 = n.

Otrzymalismy sprzeczno$¢ z warunkiem n > 0, a wigc dowdd zostat zakonczony.

Raz jeszcze urojone i sprawito niespodzianke, 1 to niespodzianke duzego
kalibru. Powotane do istnienia wylacznie w zwigzku z kiopotami

z rozwigzaniem pro$ciutkiego rownania (1), odwdzigczylo sie¢ w sposéb
przewyzszajacy wszelkie oczekiwania. Rownanie (2) moze nie mie¢ pierwiastka
rzeczywistego, ale na pewno posiada pierwiastek postaci a+ bi. Przyznacie, ze
takiego sprzymierzenica mozna nawet polubi¢. A moze warto nawet ... poznaé

go trochg lepiej.

Zadania

redaguje dr Jedrzej JEDRZEJEWSKI

F3. Do wykonania dziennych zadan pozostalo
listonoszowi doreczenie jednej przesytki do
ktoregos z domow przy ulicy A'C”". Ulica

ta biegnie wzdluz placu, w ktérego narozniku
(punkt A) znajduje si¢ urzad wydajacy
przesylki. W punkcie C placu przy ulicy

C'C’, biegnacej prostopadle do A'C" i takze
wzdluz tego samego placu, znajduje si¢ urzad
C, do ktérego listonosz musial dostarczy¢
pokwitowanie odbioru przesylki. Listonosz
wybral sobie adresata (punkt B) w taki
sposob, zeby przebyé trase ABC

w najkrotszym czasie. Ciezar niesionej

paczki obniza predkos$¢ marszu listonosza

n = trzykrotnie w stosunku do predkosci
marszu z listem lub bez paczki. Czy przesytka
byla paczka, czy list, jezeli wiadomo, ze
kierunek wybranej przez niego drogi
(odcinek AB) tworzy z ulica 4’4 kat

oy = 30°? Zakladamy ponadto, ze listonosz
do i od adresata porusza si¢ po prostych

i ruchem jednostajnym.

Rozwiazanie na str. 13

redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

W niniejszym numerze podajemy trzy "
zadania, ktore mieli rozwigzaé uczestnicy
Zaocznej Szkoly Matematycznej przy
Uniwersytecie Moskiewskim.

M7. Student w ciggu pieciu lat studiow zdat
31 egzamindéw. Na kazdym roku studiow
zdawal wigcej egzaminéw niz na roku
poprzednim. Liczba egzaminéw na roku
piatym byla trzy razy wigksza od liczby
egzaminOw na roku pierwszym. lle
egzaminow zdawatl student na roku
czwartym?

Rozwiazanie na str. 14.

MS8. Roéwnolegle boki trapezu roGwnoramienne-
go maja diugosci 4 cm i 8 cm, pole trapezu
wynosi 21 cm?. Ktory bok trapezu przecina
dwusieczna kata przy wigkszej podstawie?
Rozwiazanie na str. 2.

M9. Czy suma odlegtosci punktu lezacego
wewnatrz czworokata wypuklego od
kazdego jego wierzchotka moze byé
wigksza od jego obwodu?

Rozwiazanie na str. 15.




Zywy komputer

Byla godzina 9.°%, gdy Wim Klein odwidcit sig do tablicy. Przez calg jej szerokosé
widniata stutrzydziestotrzycyfrowa liczba. Zadanie polegato na obliczeniu
pierwiastka dziewigtnastego stopnia z tej liczby. Na sali zebralo si¢ ponad
dwiescie os6b, zapadta cisza. O godzinie 9.%° Klein napisal na tablicy wynik:
liczbg siedmiocyfrowa 9267143, zastrzegajac sig, Ze nie jest to jeszcze odpowiedz
ostateczna — podany wynik musi jeszcze sprawdzi¢. W trzy minuty pdzniej

Wim Klein o$wiadczyl, ze zgodnie z jego obliczeniami wynik jest dobry. Wynik
byl rzeczywiscie poprawny.

Opisana scena rozegrata si¢ latem 1973 roku, w duzym audytorium

Europejskiej Organizacji Badan Jadrowych Cern pod Genewa w Szwajcarii.

Wim Klein jest pracownikiem laboratorium od poczatkéw jego istnienia i zostal
zaangazowany do pracy w czasie, gdy nie dysponowano jeszcze Zadnym
komputerem. Odznacza si¢ on niebywala pamigcig i bardzo rzadka zdolnoscia
wykonywania w pamigci dtugich i ztozonych obliczen numerycznych. Podjat

on wyzwanie rzucone przez matematyka meksykanskiego, ktéry potrafit obliczyé¢
w pamigci pierwiastek dziewigtnastego stopnia ze stutrzydziestotrzycyfrowej liczby
w czasie trzydziestu minut. Klein podjat sie pobié¢ ten rekord.

Poczyniono staranne przygotowania. Na sali umieszczono koncowke duzej
maszyny cyfrowej i wybrang przez audytorium siedmiocyfrowa liczbg podniesiono
do dziewigtnastej potegi. Aby wykluczy¢ wszelkie podejrzenie o porozumienie

z pomocnikami, zastosowano specjalne §rodki ostrozno$ci. Wybor
siedmiocyfrowej liczby przeprowadzono, rozdajac w sposéb przypadkowy szesé
kartek wsréd obecnych na sali widzow. Kazdy, kto wylosowat kartke, miat
swojego kontrolera i w jego obecno$ci mial napisaé jedna cyfre, przy czym
wiedzial, ktdéra to bedzie kolejna cyfra liczby. Pierwsza cyfra byla znana i musiata
to by¢ dziewigtka, tak aby dziewigtnasta potega wybranej liczby byla liczba
133-cyfrowg. Pozostate cyfry byly znane tylko wylosowanym parom uczestnikéw,
tak ze nie byto na sali nikogo, kto znalby calg liczbe siedmiocyfrowa. Cyfry te
przekazano do komputera. Kazda para uczestnikéw przekazata swoja cyfre;

tak wigc tylko komputer znat wszystkie siedem cyfr. Po ich uzyskaniu podnidst
liczbe do dziewigtnastej potegi i wynik przekazat na sale. Wynik ten zostat
zapisany na tablicy i sprawdzony (zajelo to pieé minut). Wtedy poproszono
Wima Kleina o przystapienie do zadania. Dopiero po zakoficzeniu rozwigzywania
poréwnano wynik z cyframi na zebranych kartkach i z zawartoscia pamieci
maszyny cyfrowej — wynik byt rzeczywi$cie poprawny. Redakcja «Delty» sprawdzita
to przy pomocy komputera.
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«Delta» z wizyta w Instytucie Fizyki PAN

Instytut Fizyki PAN jest najwieksza placowka naukowa Polskiej Akademii Nauk. Jest to
zarazem instytut stosunkowo miody, ktéry w ubieglym roku (1973) obchodzil dwudziestolecie
swego istnienia. Zasadnicza tematyka badawcza IF PAN dotyczy fizyki ciala stalego, w tym
glownie materialéw polprzewodnikowych i nowoczesnych magnetykéw. Dwadziescia lat dla
nauki, to okres zdawaloby sie stosunkowo krotki. Dla fizyki pétprzewodnikow i magnetykow
dwadziescia lat to niemal cala historia. Wlasnie w tym okresie dokonaly si¢ naukowe odkrycia
odstaniajace wage i wielorakos¢ naukowych problemow tkwiacych w pélprzewodzacych

i magnetycznych krysztatach. W parze z osiagnieciami fizyki przyszly fascynujace zastosowania
techniczne, okreslajace kolejne rewolucje w elektronice i komputeryzacji, przesuwajace
niezawodnos¢, miniaturyzacje i szybkos¢ dzialania niemal poza granice wyobrazni.

Prace prowadzone w Instytucie Fizyki maja charakter badan podstawowych. Ich celem jest
dalszy postep w ujawnianiu i zrozumieniu zjawisk zachodzacych w krysztatach. Jednakze
znaczenie badanych materialdéw sprawia, Ze nawet prace z natury czysto naukowe prowadza do
styku z interesujacymi zastosowaniami. Wiréd dwu tysiecy prac naukowych zrealizowanych

w Instytucie Fizyki, obok znakomitej, liczacej si¢ na swiecie fizyki, znalez¢ mozna prace, ktore
doprowadzily bezposrednio do wnioskéw patentowych. Wiasnie to polaczenie wytrawnej fizyki
z wazng dla gospodarki problematyka jest zasadniczym punktem polityki naukowej Instytutu.

Stuzewiec to jedna z odleglejszych dzielnic Warszawy, warto jednak tam si¢ udac, aby znalez¢ sie
w Instytucie Fizyki PAN lub, inaczej — w centrum polskiej fizyki ciala stalego.

Mikroskop elektronowy o powigksze-

niu 140 000 razy i zdolnosci rozdziel- W laboratoriach naukowych dominuja ludzie mtodzi. Srednia wieku pracownikéw naukowych
czej ponizej 5 A umozliwia widzenie przypada ponizej trzydziestu lat, a kilkudziesieciu doktorantéw to ludzie ponizej lat 25. Ta
ukladu poszczeg6lnych warstw wlasnie ,,mlodziez” zasiada przy unikalnej, wysublimowanej aparaturze, umozliwiajacej
atomowych krysztatu rozwigzywanie zagadek wnetrza krysztalu. Struktura wewnetrzna materialéw magnetycznych,

informacje o polu krystalicznym stanowia problemy kluczowej wagi dla rozumienia
i wykorzystania zjawisk zachodzacych w magnetykach. Jedng z efektywnych metod badawczych
uruchomionych w Instytucie Fizyki stanowia pomiary jadrowego rezonansu magnetycznego.

Zaburzenia struktury krystalicznej cial stalych odgrywaja szczeg6lnie istotna rolg

w ksztaltowaniu fizycznych wlasnosci krysztaldow. Mikroskop elektronowy o napieciu 200 tys.
woltéw i powigkszaniu 140 tys. razy uwidocznia uklad poszczegdlnych plaszczyzn atomowych
krysztalu, umozliwia okreslanie odstepstw od regularnosci ukladu oraz wnioskowanie

o zaburzeniach struktury krystalicznej — to znaczy defektach strukturalnych.

Zbudowany w Instytucie Fizyki, czterometrowej dtugoéci laser molekularny CO, stanowi
interesujace narzedzie do badania zjawisk wyzwalanych w p6lprzewodnikach silnym
promieniowaniem clektromagnetycznym. Miedzy innymi, przy uzyciu tego lasera, zaobserwowano
po raz pierwszy na swiecie zjawisko optycznego mieszania czgstosci, w potréjnych zwiazkach
potprzewodnikowych. Byl to sukces nie tylko zdolnych eksperymentatordw, ale

i fizykow-teoretykow, ktorzy opracowali w Instytucie Fizyki teorig optycznych zjawisk
nieliniowych w poélprzewodnikach.

Instytut Fizyki PAN stynie na arenie swiatowej z badan tzw. polprzewodnikoéw z waska
przerwa energetyczna. Zwiazane z tymi badaniami prace technologiczne nad wytwarzaniem

Technologia zwiazkéw potprzewodni-
kowych wymaga precyzyjnej aparatury
i bardzo duzej czystosci




Aparatura do pomiaru jadrowego rezonansu magnetycznego, Skraplarka pracujaca w Instytucie Fizyki PAN dostarcza
przy pomocy ktorej uzyskuje si¢ informacje o wewnetrznej cieklego helu dla potrzeb szeregu warszawskich osrodkow
strukturze materialéw magnetycznych naukowych

monokrysztalow polprzewodnikowych wymagaja niezwykle precyzyjnej aparatury i wysokiej
czystosci mierzonej stopniem zanieczyszczenia nizszym od jednej milionowej.

Opracowania fizykéw-technologéw z Instytutu Fizyki PAN stanowia przedmiot zazdrosci nawet
takich poteg naukowych, jak Zwiazek Radziecki czy Stany Zjednoczone.

W fizyce dnia dzisiejszego szczegblny nacisk polozony jest na badania tzw. stanow
ekstremalnych — zjawisk zachodzacych w niskich temperaturach, wysokich ci$nieniach i silnych
polach elektrycznych i magnetycznych.

W Laboratorium Badan Kriogenicznych Instytutu Fizyki uzyskano w Polsce temperature 0,3K.
Laboratorium to jest r6wnoczesnie producentem i dostawca cieklego helu dla szeregu warszawskich
osrodkéw naukowych. Wykonane w Instytucie Fizyki urzadzenia wysokoci$nieniowe umozliwiaja
prowadzenie badan zjawisk zachodzacych w cisnieniach kilkunastu tysiecy atmosfer.

Przy pomocy magnesow nadprzewodzacych prowadzone sg badania zjawisk kwantowych w polach
magnetycznych o natezeniu do 10 resli (100 tys. gauséw). Opracowana w Instytucie aparatura
umozliwia badania w impulsowych polach magnetycznych do 40 resli. Sa to jedynie
fragmentaryczne ilustracje z laboratoriow Instytutu Fizyki. Podobne przykiady mozna by

mnozy¢, wystawiajac $wiadectwo roéznorodnosci i bogactwa fizyki ciala stalego oraz

nieustajacego wysitku badawczego polskich fizykéw w kierunku wyjasnienia zjawisk

zachodzacych w krysztalach. Lag

Czterometrowej dlugosci laser mole-
kularny CO, stanowi interesujgce
narzedzie do badan zjawisk
zachodzacych w pélprzewodnikach

pod dzialaniem silnego

promieniowania elektromagnetycznego
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Laboratorium w domu

redaguje dr Jan GAJ

BUDUJEMY PERPETUUM MOBILE
ALBO: I TY MOZESZ ZOSTAC ORNITOLOGIEM

Tym razem nie damy si¢ nabraé¢! — powiecie. Perpetuum mobile, czyli urzadzenie
poruszajgce si¢ i wykonujace pracg bez doplywu energii z zewnatrz, nie istnieje.
JesteSmy zbyt pewni zasady zachowania energii, Zeby powaznie zastanowic sie
nad mozliwos$cia skonstruowania czego$ takiego. No trudno, macie racjg.
Urzadzenie, ktorego wykonanie wam proponujg, nie bedzie prawdziwym
perpetuum mobile.

ZASADA DZIALANIA

W konstrukcji naszego ptaka pijacego wode (stad druga czes¢ tytutu) oprzemy

sie na zjawisku wloskowatosci, czyli weiggania cieczy do waskich rurek wykonanych
z materialu zwilzanego przez ciecz. Jak wiemy, powstaje wtedy menisk wklgsty.

Na jego obwodzie dzialajg sily napigcia powierzchniowego P. Jezeli zsumujemy te
sily, ich skladowe poziome zredukujg sig, a pionowe si¢ dodadza, tworzac silg
wciggajaca ciecz do rurki. Efekt ten jest najwyrazniej widoczny w bardzo

cienkich rurkach zwanych kapilarami.

DAJCIE MI KAPILARE, A ... ZBUDUJE PTAKA

Nie ma tak dobrze! Kapilare zrobicie sami. Bedzie to najtrudniejsza czgs¢
do$wiadczenia. Potrzebna bedzie do tego rurka szklana oraz ptomien gazowy
(np. w kuchence domowej czy turystycznej). W razie trudnosci ze zdobyciem
rurki mozna kupi¢ w aptece kilka zakraplaczy. Rurke szklang rozgrzewamy
silnie w ptomieniu (stale ja obracajac), Zeby dobrze zmigkta, nast¢gpnie wyjmujemy
ja i szybko rozciggamy w dluga nitke. Jezeli dysponujemy tylko zakraplaczami,
najpierw taczymy ich kilka, aby otrzymac dtuzszy odcinek i nie poparzy¢ rak.
Musimy w tym celu rozgrza¢ silnie konce dwoch zakraplaczy w ptomieniu

i polaczy¢ je, a nastgpnie wyprostowac. Po polaczeniu w ten sposdb np. czterech
zakraplaczy (po zdjeciu gumek oczywiscie!) robimy kapilarg jak z rurki szklanej.
Uwaga: szklo wprowadzamy do plomienia powoli, aby nie popgkalo, i grzejemy
stale je obracajgc. Oczywiscie $rednica otrzymanej kapilary zalezy od tego, jak
mocno rozgrzejemy i jak szybko bedziemy rozciagaé rurke. W praktyce §rednicg
najlepiej oceni¢ badajac, jak wysoko podniesie si¢ poziom wody w kapilarze,
kiedy ja pionowo zanurzymy. RézZnica pozioméw powinna wynosi¢ kilka
centymetrow,.

Odtamujemy teraz ok. 15 cm kapilary i wyginamy ja ostroznie nad ptomieniem,
tak aby otrzyma¢ mniej wigcej ksztalt pogrzebacza. Uwazamy przy tym, aby nie
zatopi¢ otworu w kapilarze.

MONTUJEMY PTAKA

Nadziewamy teraz na kapilare kawalek korka i wbijamy wen szpilke, ktora bedzie
o0sig obrotu. Zasadnicza cze§¢ ptaka gotowa. Trzeba jeszcze go wywazy¢ i zrobic¢
mu nogi z drutu. Jako przeciwwage dla dtugiego ogona wbilismy w korkowy
tutéw dodatkowg szpilke z tebkiem obcigzonym kulkg z plasteliny. Ilo§¢ plasteliny
dobieramy tak, aby ,,ptak’ pochylil si¢ dziobem w dot. Jezeli teraz podstawimy
mu szklanke z woda, zacznie on ,,pi¢” wodg, ktora bedzie zbierac si¢ w postaci
kropli na konicu ogona, wreszcie przewa?.y go i ogon opadnie w dot; dochodzac
do oporu, straci z siebie kroplg i powrdci do poprzedniego poloZema Jezeli
kropla spada z ogona nie przewazajac go, nalezy zmniejszy¢ ilo$¢ plastellny

Tylna cze$¢ wykonanej z drutu podstawki (,,nég’’) musi stanowi¢ opdr dla ogona,
aby nie opad! on zbyt nisko. JeZeli kropla nie spada po dojsciu ogona do oporu,
nalezy ilo§¢ plasteliny powigkszy¢ tak, aby dopiero wigksza kropla byla w stanie
go przewazyc.

A CO Z PERPETUUM MOBILE?

Oczywiscie nikt nam nawet przez chwilg nie uwierzy, Ze jest to perpetuum

mobile. Woda opadajac wykonuje pracg kosztem energii pOtCIlea]IlE] Mozemy
jednak nasze urzadzenie nieco skomplikowaé, przymocowujac do ogona kawalek
gazy lub ligniny (ponownie wywazyé¢!). Wtedy kropla nie spadnie i ptak pozostanie
z opuszczonym ogonem, dopoki woda z niego nie wyparuje. Dla przy$pieszenia
parowania mozemy przyblizy¢é do niego lampe.




DOBRZE, A GDZIE TEN PTAK?

Tylko ci spoSréd Was, ktérych zaséb dobrej woli jest najwigkszy, dopatrzyli

si¢ ptaka w opisanym urzadzeniu. Rzecz jasna, przedstawilem Wam tylko pewien
model fizyczny, rodzaj silnika, ktéry mozecie dowolnie ,,ubraé w piérka”,
nadajgc mu postaé bardziej atrakcyjng czy maskujaca jego zasade dziatania.
Przyslijcie opisy wykonanych przez Was ptakéw ze zdjeciami. Najciekawsze
opublikujemy.

Jak zlikwidowaé geometrie?

Konchoida Nikomedesa

Cissoida Dioklesa

Pt B

Spirala Archimedesa

Dr Marek KORDOS

Wydaje si¢, ze mozna przesladowac jaka$ dyscypling, pragnaca nosié miano

nauki, z trzech zasadniczych powodéw. Mianowicie, gdy ma przedmiot
nieokreslony lub metody podejrzane badz wreszcie wnioski metne. Dlatego
wiladnie nie chcemy uzna¢ za nauke chiromancji, czy tez kabalistyki. Historia
rodzaju ludzkiego dostarczyla réwniez szeregu przykladéw skrupulatnego

i energicznego likwidowania tej badZ innej teorii z uwagi na ptynace z niej wnioski,
uznane przez likwidatoréw za fatalne i szkodliwe. Dlatego na przyklad starano

si¢ unicestwi¢ prace Kopernika czy Darwina. Ostatni jednak z przytoczonych
powodow nie cieszy si¢ uznaniem i, co wazniejsze, nie daje na dtuzsza mete
rezultatéw. Tylko, co to wszystko ma wspdlnego z geometrig?

KAZDA Z OSOBNA

Tomasso Campanella, wioski dominikanin, wojujacy zreszta z Inkwizycja, Zyjacy
na przetomie XVI 1 XVII wieku, w swojej powiesci utopijnej Miasto slorica pisze
miedzy innymi, ze zbliZajacy si¢ do tego idealnego miasta podréznik moze na
Jjego murach dostrzec rysunki znacznie wiekszej liczby figur geometrycznych

od tej, jaka znaja wspdlcze$ni uczeni. Z dzisiejszego punktu widzenia zdanie takie
jest absurdalne. Przeciez figur geometrycznych jest nieskoniczenie wiele, a wiec
nie mozna ich wszystkich narysowaé. A céz dopiero ,,znacznie wigcej”’. Rzecz
jednak w tym, ze wéwczas, w XVI wieku, zdanie to byto sensowne. Wobec
nieumiejetnosci objecia figur geometrycznych jakas wspdlng teoria, a nawet
zdefiniowania pojecia ,,figura geometryczna’, 6wcze$ni geometrzy rozpatrywali
kazda z nich z osobna. Figura geometryczna byt to oddzielny obiekt, samodzielne
indywiduum, pewien fenomen wymagajacy odrebnego badania. Figure uwazano
za dana, jezeli byt znany spos6b (Scisty) jej narysowania, metody jej

metrycznego opisu (pole, obwdd, itp.), stowem — jezeli mozna si¢ byto nia
praktycznie zajmowac¢. Dla tatwiejszego porozumienia si¢ nadawano bardziej
skomplikowanym figurom imiona wilasne, np. konchoida Nikomedesa, cissoida
Dioklesa, spirala Archimedesa, §limak Pascala. A uczony-geometra byt tym
wybitniejszy, im wiecej znal figur.

NO TO LIKWIDUJEMY'!

Bledem byloby sadzié, ze wirdd nauk, na ich siedemnastowiecznym poziomie,
geometria byta wyjatkowo niechlujna metodologicznie. Wrecz przeciwnie, ciagle
Jeszcze kazdy Swiatly cztowiek owych czaséw uwazat za swéj punkt honoru mieé
pewne wyksztalcenie i w tej dziedzinie. Z drugiej strony np. fizyka nie umiala
jeszcze opisac ruchu ani kinematycznie, ani dynamicznie, medycyna nie
dopracowatla si¢ pojecia uktadu krwionoénego, chemicy nie rezygnowali

z poszukiwan kamienia filozoficznego.

Natomiast dla wielu stalo si¢ jasne, Ze to co sie nazywa nauka, w istocie
stuszniej bytoby nazwac bataganem. I dlatego to wilasnie siedemnaste stulecie dato
poczatek nowozytnej nauce, dlatego w tym stuleciu we wszystkich wladciwie
dyscyplinach dokonano, jak to si¢ méwi, milowego kroku naprzéd. Jedni
precyzowali metodologi¢ i tym samym dokonywali zasadniczych odkryé

w konkretnych dyscyplinach wiedzy (np. Newton), inni §mialo ,,chwytali byka
za rogi”’ zajmujac si¢ metodologia nauk w pelnej ogélnosci. Do tych ostatnich
nalezal Francuz René Descartes, szerzej znany pod nazwiskiem Kartezjusza.
Poglady swoje wylozyt w Rozprawie o metodzie, proponujac system zwany dzi$
racjonalizmem.

I tu wladnie dostato si¢ geometrii. Poddajac surowej krytyce metodologie
wigkszosci dyscyplin naukowych uwazal Kartezjusz za stuszne podaé pozytywny
przyklad skutecznosci proponowanych przez siebie zasad. Oczywiscie w jednej
dyscyplinie. Wybdr padi na geometrig¢. Pomyst za§ metodologiczny polegat na




wprowadzeniu uktadu wspétrzgdnych, przyporzadkowaniu za jego pomocy
punktom tréjek liczb — ich wspdtrzednych — i sprowadzeniu tym sposobem
rozwazan geometrycznych do algebry, do rachunku na liczbach — wspdélrzednych
punktéw. Geometria uprawiana dotychczasowymi metodami uznana zostala przez
Kartezjusza za zbgdng. Wyklad nowych metod dotaczyl do Rozprawy o metodzie
Jjako aneks, zatytulowany Geometria analityczna. Do dzi§ nazwa ta oznacza
wlasnie uprawianie geometrii metodami Kartezjusza, tj. sprowadzenie jej do roli
dziatu algebry.

Nie wypada zresztg dziwié si¢ radykalnoéci sformulowan zawartych w Rozprawie
o metodzie — kazdy istotny przewrdt niesie ze sobg kraficowe zaprzeczenie
dotychczasowego stanu.

ANIA Z ZIELONEGO WZGORZA I INNI

Pomyst Kartezjusza okazal si¢ niestychanie ptodny. Do operowania

§limak Pascala wspoirzednymi punktéw wprzegnigto stworzong w kilka(!) lat pdzniej analizg

matematyczng (Newton i Leibniz), uzyskujac galaz matematyki zwana geometrig

rézniczkowy. Nowoczesna, dwudziestowieczna algebra data w podobny sposéb
geometri¢ algebraiczng. Obie te dziedziny doprowadzono do wysokiej sprawnosci.

Inna rzecz, Ze i ta ,,stara” geometria nie legla odlogiem. W czasach

pokartezjanskich rozszerzyla nawet swoje krolestwo, dolaczajac do ,,zwyklych”

euklidesowych przestrzeni nieeuklidesowa przestrzen rzutowa, przestrzen

Bolyai—Eobaczewskiego, calg rodzing przestrzeni Riemanna. Dopracowala sig

solidnych logicznych podstaw (Hilbert) i ustalila swcge zwiqzki z algebrg. Te

ostatnie da si¢ uja¢ krétko w stwierdzeniu, ze zaréwno polgcla geometryczne
mozna wymodelowaé w algebrze, jak i odwrotnie — pojecia algebraiczne moga
by¢ wymodelowane w geometrii.

A jednak... na wyzszych uczelniach (na catym $wiecie) wyklada sie obecnie

w ramach standardowego kursu tylko geometri¢ analityczna i jej pochodne.

Coraz silniej naciska si¢ na takiez ustawienie geometrii w liceach. Powazny

S autorytet proponowal, by geometrii syntetycznej (przeciwienistwo analitycznej)

N uczy€ ,,tak jak historii sztuki”. Niemniej powazny autorytet zadal mi (zreszta

N, publicznie) pytanie: ,,No dobrze, ale po co si¢ tym zajmowaé, skoro algebra i tak
wystarczy?”’ Dyskusje nad celowoscig uprawiania (i nauczania) geometrii znajda

Czytelnicy na tamach « Wiadomosci Matematycznych».

Zmartwieni geometrzy (tym mianowicie, ze wymrg) pisza reklamowe wrecz

dzieta (np. Wstep do geometrii dawnej i nowej Coxetera — §wietna i ciekawa

ksigzka dwukrotnie juz wydana przez PWN). Ale czy to pomoze? Wszak juz

Ania z Zielonego Wzgdrza stwierdzila, Ze geometrii nauczy¢ sie nie mozna.

Zarty zartami, bardzo jednak jestem ciekaw, co na ten temat sadza Czytelnicy

«Delty».

Lis¢ Kartezjusza Moze w wyroblemu opinii pomoze przyklad problemu, ktdry jest latwiej
rozstrzygnaé metoda syntetyczng niz analityczng, i przyklad problemu, w ktérym
zaleznos¢ jest odwrotna.

I. Znalez¢ punkt symetryczny do danego wzgledem danej prostej. Metodami
syntetycznymi robi si¢ to przez trzy pociagniecia cyrklem (patrz rysunek), i to
stale o tej samej rozwarto$ci. Metode analityczng zechce Czytelnik sam
wyprébowac. Podam rozwigzanie: symetryczny do punktu (p, ¢) wzgledem
prostej o réwnaniu ax+by+c¢ = 0 jest punkt

( —a?+b? 2ab 2ac —2ab a?—b? 2be )

212 p_a2+b2 G FEFULE a2+bzp+a2+b2 q= Py X

Przyjemnych rachunkéw!
II. Udowodnié, ze zlozenie (wykonanie po kolei) trzech symetrii srodkowych jest
symetrig Srodkowa. Metoda syntetyczna jest dtuga i do§¢ zmudna (patrz np.
podrecznik dla I klasy liceum). Natomiast analitycznie: wspétrzednymi punktu
symetrycznego do (p, q) wzgledem (a, b) sa (2a—p, 2b—q).
Zauwazmy, ze jesli

(pl., 9'1) = (201 —P, 2bl _q)!

(P25 92) = (2a,—p,, 2b,—q,),

(P3» 43) = (2a3—p2, 2b3—q,),
to

(P3» q3) = (2(‘13 —a,+a,)—p, 2(b3_b2+b1)_q)'
Symetria wzgledem punktu (@3 —a,+a;, b3—b,+b,) jest zatem zlozeniem
symetrii wzglgdem punktéw (ay, b,), (e, by) i (as, b3).
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Na pytanie co to jest fizyka odpowiada

LL

prof. dr Grzegorz BIALKOW SKI

Kazdy z nas przychodzac na §wiat, a wlasciwie nalezaloby powiedzieé:
zasiadajac na lawie szkolnej, zastaje pewien obraz nauk, ktére w sposéb mnie;j
Iub bardziej schematyczny dzielg migdzy siebie dotychczasowy dorobek mysli
ludzkiej. Dowiadujemy si¢ na przyklad, ze réwnia pochyla i kalorymetr — to
fizyka, natomiast sole i kwasy — to chemia, a plywak zéttobrzezek i moczarka
kanadyjska — to biologia. Oczywiscie pozniej przekonujemy sig, ze fizyka,

w odrdznieniu od Coca-Coli, ,,to nie jest to”, lecz znacznie, znacznie wigcej.
Podobnie jest i z innymi naukami. Faktem jest jednak, Ze niepostrzeZenie
przyzwyczajamy si¢ do pewnej klasyfikacji, ktora uksztaltowala si¢ historycznie
i ktora, caltkiem stusznie, jest podstawg nauczania szkolnego. Nie lekcewazac
tej tradycji mamy jednak prawo, a nawet obowiazek, zada¢ sobie pytanie,

czy ta klasyfikacja nauk jest catkowicie uzasadniona merytorycznie, czy tez,
czgSciowo przynajmniej, ma charakter przypadkowy.

Dzieje nauk dostarczaja nam wielu pouczajacych przykladow, ze zjawiska
pozornie zupelnie ze soba nie powigzane sg w rzeczywistosci pokrewne i moga
by¢ wyjasnione w sposcb jednolity. Ktdz na przykiad w poczatku XIX wieku mogt

" podejrzewac, ze zachowanie si¢ kompasu, skurcze zabich udek i tecza w istocie

rzeczy podlegajg tym samym prawom, ktére pdzniej, po kilkudziesieciu latach,
zostaly w ostatecznej postaci sformulowane przez Maxwella? To polgczenie si¢
nauki o magnetyzmie, nauki o elektrycznos$ci, nauki o pradzie elektrycznym,
optyki i innych jeszcze nauk w pewna catosc, ktérg jest klasyczna teoria elektro-
magnetyzmu, najlepiej wskazuje, ze dobrze jest od czasu do czasu ,,przewietrzy¢”’
aparat pojeciowy odziedziczony po poprzednich pokoleniach.

WeZmy inny przyklad, a mianowicie rozpatrzmy wzajemny stosunek fizyki

i astronomii. Wczesnie, jeszcze w czasach starozytnych, stworzono juz pewne
elementy astronomii, ujgte poprawnie od strony opisowej. Natomiast fizyka
istniala wowczas w postaci prawa Archimedesa, pewnych zasad statyki 1 mato
czego jeszcze. Astronomia byta wigcej niz nauka, byta sztuka (miala swojg
muzg!), i wigcej niz sztuka, bo byla czescig wierzen religijnych. Fizyka natomiast
prawie ze nie byla naukg — byla umiejetnoscia, stuzyla budowniczym do
dzwigania kamieni, jeZeli nie liczy¢ slynnego quizu ze ztoto-srebrng korona
tyrana Syrakuz (by! to raczej dowdd wielkosci Archimedesa niz samej fizyki).
Mimo stopniowego rozwoju, giéwnie mechaniki i optyki, fizyka pozostawata do
czaséw nowozytnych taka wiasnie prawie naukg $wiata ziemskiego, podczas gdy
astronomia zajmowala si¢ sprawami znacznie ,,wznio$lejszymi’’ — sprawami
niebios. Sytuacja ta zaczela si¢ radykalnie zmienia¢ od czaséw Kopernika.
Odbierajac Ziemi jej uprzywilejowane stanowisko we Wszech§wiecie,

Kopernik uczynit ja jedna z planet, co musialo doprowadzi¢ do préb
wyjasnienia zjawisk astronomicznych prawami fizyki ziemskiej. Jak wiemy,
milowym krokiem w tym kierunku byly odkrycia Newtona, ktéry spadanie
jablek i ruch planet po orbicie podporzadkowatl tym samym prawom

fizycznym. Dzi$ jest zupelnie oczywiste dla kazdego, Ze astronomia jest fizyka
odnoszaca sie do szczegélnego kregu zjawisk: wielkich mas, wielkich ciénien,
ogromnych temperatur, a moze przede wszystkim przytlaczajacej swymi rozmiarami
prozni kosmicznej, wypelnionej niestychanie rzadkim pylem

1 promieniowaniem — glownie elektromagnetycznym.

Podobnie rzecz si¢ ma np. z meteorologia oczywiscie zakladajac, ze uzna si¢ ja
juz dzi$ za ,,pelnokrwista” nauke, mogiby bowiem kto$ o tym powatpiewaé biorgc
pod uwage, ze -wrozby z przystéw ludowych o pogodzie sprawdzajg sig nie gorzej
niz prognozy opracowywane przez sztab synoptykdéw i komputery. Nikt jednak
nie ma watpliwosci co do tego, ze zachowaniem wielkich mas powietrza rzadza
prawa fizyki, a nie kaprysy istot nadludzkich.

PostawiliSmy pytanie, czym jest fizyka. Narzucaja si¢ dwa sposoby szukania
odpowiedzi na to pytanie. Zastanoéwmy si¢ najpierw, czy fizyka nie postuguje sig
jakas$ szczegdlna, jej tylko wla$ciwa metoda badan, ktéra odréznia ja od innych
nauk.

Metoda taka niewatpliwie istnieje. Jest ona oparta na do$wiadczeniu, ale
jednoczesnie ujmuje jego wyniki w skomplikowanym i wysoce sformalizowanym
systemie matematycznym. Wszelako inne nauki przyrodnicze takze postuguja

si¢ podobng metoda badan. Réznice miedzy poszczegdlnymi naukami nie majg




charakteru zasadniczego, gdyz polegaja gtéwnie na stopniu zaangazowania
matematyki w analiz¢ danych czerpanych z do§wiadczenia. Z drugiej strony

w obrebie samej fizyki ujawniajq si¢ analogiczne roznice pomiedzy jej
poszczegdlnymi dzialami. Mozna by tez jako kontrargument przytoczy¢ pewien
fakt historyczny, a mianowicie, ze stopien sformalizowania zaréwno fizyki, jak
i pozostalych nauk stale wzrasta; czy jednak biologia na przyktad i fizyka
rzeczywiscie tylko tym si¢ rdznig i czy stang si¢ ta samag nauka z chwilg, gdy
pierwsza z nich osiagnie ten sam stopienn nasycenia matematyka, co i druga?
Watpliwe. Tak wigc, cho¢ w metodzie badawczej dzisiejszej fizyki z pewnoscia
jest co$ specyficznego tylko dla tej nauki, mozna powatpiewac, czy wystarcza
to do wyodrebnienia jej sposrod innych nauk.

Na pierwszy rzut oka bardziej obiecujgcy wydaje si¢ drugi mozliwy sposob
okreélenia fizyki, a mianowicie przez jej przedmiot. Tak mozna bowiem ujac
wiele nauk: biologie — jako nauke o organizmach zywych, geologie — jako
nauke o budowie Ziemi, astronomi¢ — jako nauk¢ o budowie cial niebieskich

i ich skupisk. Rychlo jednak przekonujemy si¢, ze w wypadku fizyki natrafiamy
tu na jaka$ istotng trudnos¢. Przedmiotem zainteresowania fizyki sa bowiem
zjawiska zachodzgce zaréwno w skali pojedynczego elektronu, ktory ma
rozmiary zapewne rzedu 1073 m, jak i calego Wszech$wiata: wszak kosmologia

Astronomowie nie s3 pewni, takze jest dziatem fizyki. Fizyka zajmuje si¢ zjawiskami w calej skali ci$nien,

w jakiej odleglogci polozone s3 temperatur czy predkosci. Po tej wigc drodze nie mozna doj$¢ do zadnej definicji
najdalsze obserwowane dzis tej nauki. Nie mozna bowiem wskaza¢ zadnego obiektu ani zjawiska, ktore nie
obiekty, nalezace, jak wiadomo, moglyby by¢ badane przez fizyke. Nauka ta przyniosta wyjasnienie budowy atomu
do kwazaréw. Odleglosé ta i natury wigzania chemicznego. Tym samym chemia, nauka o ogromnych

wynosi zapewne okolo 10%¢ cm. tradycjach i réwnie wielkim znaczeniu w zyciu spolecznym stata si¢ wlasciwie

galezig fizyki, stosujgcg, rzecz jasna, specyficzne metody, ale w swych podstawach
niezrozumialg bez mechaniki kwantowej, bez fizyki statystycznej i bez
elektrodynamiki. Chemia za§ — wraz z fizyka ,,wlasciwa’ — stanowi podstaw¢
biologii. Organizm jest wszak pewng (ogromnie skomplikowang, to prawda)
struktura atomow i czasteczek, a szczegdlnie czasteczek biatka. Prawa genetyki,
majace dla biologii tak zasadnicze znaczenie, mogly sta¢ si¢ zrozumiate tylko
dzieki fizyko-chemicznym badaniom pewnych bialek 1 kwaséw organicznych.
Jezeli przyjaé, ze geny wyznaczaja w jakis$, niedoSc jeszcze zbadany sposdb
rozwdj i predyspozycje organizmu, to otwiera si¢ przed nami mozliwo$¢
sprowadzenia biologii do chemii i fizyki, a wigc w ostatecznym bilansie do same;j
fizyki.
Idac dalej mozna by pomysleé, ze skoro zjawiska psychiczne sa pewnym przejawem
dziatalnosci mdzgu, a budowe tego organu stara si¢ wyjasni¢ wlasnie biologia
(jej dzial zwany neurofizjologia), to w pewien odlegly sposob takze psychologia
jest corka fizyki.
Nawet nie posuwajac jeszcze dalej tego rozumowania widzimy, ze przed fizyka
otwieraja sie zawrotne perspektywy: jako najbardziej podstawowa i uniwersalna
z istniejagcych obecnie nauk o przyrodzie ona jedna ma szanse stac sig
wszechnauka, ktérej prawa wyjasnialyby — potencjalnie rzecz biorac —
wszystkie zjawiska w ogdle.
Nalezy sobie zda¢ sprawe z tego, Ze przedstawiliSmy tutaj bardzo odlegla
ekstrapolacj¢ obecnego stanu nauk. Aby ekstrapolacje te¢ uznac za poprawng,
nalezy przyjac szereg hipotez, ktére w mniejszym lub wigkszym stopniu maja
charakter tez filozoficznych. Nalezy na przyklad uznac teze o jednosci
Wszechswiata, zgodnie z ktdra nie rozpada si¢ on na szereg nie powigzanych
ze spba dziedzin (np. ,,fizyczng”, ,,chemiczng”, ,,biologiczna™, ,,psychiczng’ itd.),
lecz jest w swej materialnej naturze jednolity. Nalezy tez przyjac, ze ze wzrostem
ztozonosci ukladow materialnych nie pojawiaja si¢ w tych uktadach zjawiska
nowe, w tym sensie, Ze nie mozna ich przewidzie¢ na podstawie znajomosci zjawisk
zachodzacych w uktadach prostszych. Wlasnie ta teza musi budzi¢ najwigcej
watpliwosci. .
Przypatrzmy si¢ bowiem samej fizyce. Fizyka czastek elementarnych daje —
wprawdzie dzi$ jeszcze niedoktadne — pojecie o naturze sit dzialajagcych migdzy
dwoma protonami czy tez migdzy protonem i neutronem. Czastki te, jak
wiadomo, sg skladnikami jader atomowych, wydawaloby si¢ wigc, Ze fizyka
jadra nie ma nic innego do roboty, jak tylko zastosowac te elementarne prawa
w badanej przez siebie dziedzinie. Tak jednak nie jest; juz teoria najprostszych
jader (w mniejszym stopniu deuteronu, a w wigkszym trytonu) nastrgcza wiele
. trudnodci.

‘ ’ Zrédet tych trudnosci jest wiele: i klopoty z rozwinigciem teorii wigzania
s i jadrowego zgodnej z prawami relatywistycznymi, i konieczno$¢ badania ukladu

12



13

bardzo wielu cial (ztozone jgdra zawierajg kilkaset nukleonow), i wreszcie catkowity
brak jasnosci co do tego, czy np. sily dzialajace w ukladzie trzech nukleonéw
mozna bez reszty sprowadzi¢ do sit migdzy parami nukleonéw wchodzacych

w sktad tej tréjki. Podobne trudnosci pojawiaja si¢ w innych dziatach fizyki.

I tak np. nie zakonczyly si¢ powodzeniem dotychczasowe proby ugruntowania
mechaniki statystycznej w mechanice zwyklej — klasycznej lub kwantowe;j.
Przykladéw mozna by podac wiele.

Ogdlnie zatem trzeba powiedziec, Ze nasze watpliwosci co do tego, czy uktady
bardziej ztozone mozna wyjasni¢, znajac zachowanie uktadéw prostszych,
pochodzg z dwu przyczyn: po pierwsze z u§wiadomienia sobie trudnosci
napotykanych przy samym juz tylko opisie uktadéw zlozonych zawierajacych
bardzo wiele uktadow prostszych, a po drugie z niepewnosci co do tego, czy
uktady prostsze (np. nukleony w jadrze) moga ujawnia¢ pewne swe wlasciwosci
(np. sily tréjnukleonowe), dopdki nie zgromadzi si¢ ich w odpowiedniej liczbie
(np. tworzgc jadro trytu). Gdyby watpliwosci te byly uzasadnione, nie
mogliby$smy nigdy oczekiwac, ze prawa biologii zostang sprowadzone do praw
fizyki, a to z tego powodu, ze w uktadach biologicznych — méwiac naiwnie —
moga dzialaé takie sily, ktére ujawniajg si¢ dopiero w momencie powstania
takiego uktadu.

Kwestii tych nie mozZna rozwiazaé inaczej, jak tylko w praktyce naukowe;j.
Wyjasni je dalszy rozwdj nauk, a w tym rowniez rozwoj fizyki. Jest jednak rzecza
jasna, Zze udzial fizyki w badaniach naukowych w ogéle bedzie stale wzrastac,
ze coraz bardziej przenika¢ ona bedzie do innych nauk, dawniej w stosunku do
niej catkiem obcych, jak np. biologia.

Konczgc te uwagi uswiadamiam sobie, ze nie dalem ostatecznie odpowiedzi na
pytanie tytutowe ,,Co to jest fizyka?’ Chyba jednak — jest ona czym§ wigcej
niz skrzypieniem kreda po tablicy szkolnej.

Rozwiazanie zadania F3

Oznaczmy odleglosc urzedow A4 i C od ulicy A'C” odpowiednio przez a i b. Niech punkt B8° oznacza poloienie
dowolnego adresata na ulicy A"C". W ukladzie wspélrzednych, przedstawionym na rysunku, wspolrz¢dne punktow
A, B' i C wynosza odpowiednio: A(0, a), B'(x, 0), C(A4'C", b), a poszczegdlne odcinki drogi maja dlugosci:

AR = Vs_;;r;" i BC = l/b'_"‘-i-_(A'C’-—x}_" . Jezeli listonosz idzie z przesylka z predkoscig v, . a bez przesylki

z predkoscia v;, to czas ruchu na drodze AB'C wynosi

e Sl o
(O t=—ya+x2 + . VB2 +(A'C—x)2 .
v 3
gdzie x € (0, A'C"}, gdyz listonosz wybiera adresata mieszkajgcego przy placu (punkt B).
T AL 2 dt 3
Ekstremalna wartos¢ przyjmuje czas ¢ dla x spelniajacego warunek iy 0, a wiec
X

de 1 x 1 AC—-x =il
& " Yare v yRrac
Warunek ten moina wyrazié¢ za pomocy katoéw a i # w postaci

@2 sino ¥ 4 _(I ;)
Sl = gdzie x, 0 |0, 2 |

Jest to znana postaé prawa zalamania swiatla.

4 dit(x
Pozostaje jeszcze wykazac, ze warunek (2) okresla minimalny czas przejscia trasy AB8°C. Funkcje 1(x) oraz - ;x:'

2
53 ciggle, zatem warunek (3) okresla minimum, gdy _E__"_ > 0, co speinione jest dla x € (0, A'C"), gdyz z (1)

dx?
otrzymujemy
d?t 1 at 1 b* 5
= S PR Tk RO
(a?+x2)2 (B2+(A'C'—x)3) 2

Najkrotszy czas marszu uzyskal listonosz, gdy wyszed! z urzedu 4 pod katem x = ap. Zatem po podstawieniu
@ = ag z warunku (2) otrzymujemy

(3) sinff = 3 sin g -
L4 ]

Listonosz nie mogl is¢ na odcinku AB z paczks, gdyz wowczas 2 =3idha ay = 30" otrzymujemy z warunku (3)
!'l

sinfl = ; > 1, a wigc warunek (2) moze byé spelniony w tym przypadku tylko dla kata @ < a,.

Kontynuujac analogie do biegu swiatla mozemy stwierdzié, ze zmianie predkosci ruchu listonosza po oddaniu paczki
odpowiada zmiana predkosci $wiatla przy przejiciu do osrodka o mniejszym wspélezynniku zalamania. Niemoiliwosc
spelnienia warunku (3) odpowiada w tej analogii niemozliwosci zalamania si¢ Swiatla; kat padania a, jest tu wigkszy
od kata granicznego, a w takiej sytuacji nastgpuje calkowite wewnetrzne odbicie Swiatla.

Warunek ekstremalny (3) przy kacie @y moze byé speiniony tylko wowczas, gdy v; = v,, tzn. gdy listonosz idzie na
odcinku A B bez paczki, z listem, a wiec gdy nie zmienia swej predkosici po oddaniu przesylki. Wéwcezas z warunku (3)

.
otrzymujemysinfl = sinuxg,skad § = ag = 30°,gdyzz warunkow zadania wynika, ze f§ € (0, -2—]. Zatem listonosz dorgczyl

list.




O dobrym porzadku pisze

Rozwigzanie zadania M7

Niech xj (j= 1,2, 3, 4, 5) oznacza liczbg
egzamindw, ktore student mial zdaé na j-tyn
roku studidow. Ma wiec byé

(1) 0 <x; <X3<X5< Xq < Xs,

(2) Xp+xz+xstxgtxs =31,

3) 3x, = x5,

(4) liczby xj sg calkowite.
Najpierw ustalimy, czemu réwna sie x,.
Jezeli x; = 1,10 x4 = 3 i nie mozna znale#é
liczb spelniajacych warunki (1) i (4). Jezeli
x; = 2, to x5 = 6; woéweczas na mocy
warunku (1) znajdujemy x; = 3, x5 = 4.

x4 = 5i liczby te nie spelniaja warunku (2).
Jeteli x, = 4, to x5 = 12, a ponadto
X322 5, x32 6, x4 = 7. Wowczas

il

Xyt X+ Xyt xetxs = 4454+46+T+12 = 34,

co przeczy warunkowi (2).

Jezeli x; = 3,to xs = 9. Miedzy 3a 9
Sposréd nich trzeba tak wybraé wartosei X3
X1, X4, by ich suma byla réwna

31-3-9 =19, Jezeli x, < 7,
lox3<6ix;< Soraz xa+x3+x, < 18.
Musi wigc byé x, = 8 (liczb x5 i X3

nie mozna okredli¢ jednoznacznie:

s3 to 417 lub 5i6).

Ten uporzadkowany ciag symboli
dowodzi niezbicie naszej hipotezy

prof. dr Andrzef MOSTOWSKI, czlonek rzeczywisty PAN

Z pierwszej czgdci tego artykulu, zamieszczonej w numerze 2, mégt Czytelnik sie
dowiedzie¢, co to takiego jest porzadek i jaki porzadek nazywamy dobrym.

Sama jednak definicja nie pozwala w pelni zorientowa¢ sig, czym sg zbiory dobrze
uporzagdkowane. Oto kilka wlasnosci i zastosowan tego pojecia:

1. Liczby porzadkowe. Postarajmy si¢ najpierw uzmyslowi¢ sobie strukture zbioru
dobrze uporzadkowanego A. Jesli jest on niepusty, to ma element pierwszy,
nazwijmy go x,. Jesli w A sg jeszcze inne jakie$ elementy, to tworza one
podzbidr A, ktéry ma element najwczesniejszy, oczywiscie rézny od x, ; nazwiemy
g0 x,. Jesli x, i x, jeszcze nie wyczerpujg zbioru 4, to jest w A4 element
najwczesniejszy rézny od x, i x, ; nazwiemy go x, itd. Postegpowanie to konczy
si¢ po skonczonej liczbie n krokéw, o ile zbiér A jest skoficzony i ma n
elementéw. Zbiér A sklada si¢ wtedy z elementéw x,, X, ..., Xn_,
uporzadkowanych tak, ze xo < g x; < g ... € g Xu_;-

Jesli zbidr A nie jest skoniczony, to ma on elementy x,, X, ..., X,, ... dla kazdego
naturalnego n, uporzadkowane tak jak liczby catkowite nieujemne, tj. tak, ze
XoS g X1 S r X2 S g... S g Xy < g -... Elementy te moga wyczerpywac caly

zbior A; méwimy wtedy, Ze ma on typ w; sa jednak i takie zbiory, w ktérych
istnieja dalsze elementy w ilosci skoficzonej lub nie. Za wszystkimi elementami
x nastepuje wtedy nowy element x,,, za nim dalszy, oznaczany przez x,, ,, itd.
(Por. przyktady (v) i (iii) z pierwszej cze¢sci artykutu).

Do przeliczania zbioréw skonczonych stuza nam liczby catkowite nieujemne
0,1,2, .... Jak widzimy, do przeliczania zbioréw dobrze uporzadkowanych

stuzg ,.liczby” ogélniejsze: widzieliémy, ze précz liczb catkowitych nieujemnych
potrzebne nam byly ,,liczby” w, w+ 1 i dalsze, aby méc ponumerowaé nimi
elementy zbioru dobrze uporzadkowanego nieskoriczonego. Zbiory dobrze
uporzadkowane prowadza zatem do uogdlnienia pojecia liczby naturalnej
(catkowitej nieujemne;j). Nowe ,,liczby”, do ktérych dochodzimy przez
rozwazanie zbioréw dobrze uporzadkowanych, nosza nazwe liczb porzadkowych.
Sa to ciekawe abstrakcyjne twory, badane w teorii mnogoéci.

2. Indukcja pozaskonczona. Czytelnik zna z pewnoscig z kursu szkolnego
twierdzenie o indukcji matematycznej: niech T bedzie zbiorem liczb catkowitych
nieujemnych, takim, ze (I) 0 jest elementem T'; i ponadto spelniajacym dla
dowolnego x warunek (II) jesli x nalezy do T, to x+ 1 nalezy do T. Wéwczas T
zawiera wszystkie liczby catkowite nieujemne. Twierdzenie to stanowi podstawe
do tzw. dowodéw indukceyjnych: aby dowiesé, ze kazda liczba catkowita nieujemna
ma jaka$ wlasno$¢ W, wystarcza pokazaé, ze (I') 0 ma wlasno§é W; (II') dla
dowolnego x — jesli x ma wlasno$¢ W, to réwniez x+ 1 ma wlasno$é W.
Istotnie, jesli zaloZenia (I') i (IT') sa spetnione, to zbidr T tych liczb caltkowitych
nieujemnych, ktére maja wlasnosé W, spelnia zatozenie (I) i (II) twierdzenia

o indukcji, a wigc zawiera wszystkie liczby catkowite nieujemne.

Twierdzenie o indukcji matematycznej daje si¢ uogélni¢ na dowolne zbiory
dobrze uporzadkowane. Niech A4 bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym przez
relacj¢ <p i niech T bedzie podzbiorem 4 o nastgpujacej wlasnosci: dla
dowolnego x nalezacego do A, jesli kazdy element y rézny od x i poprzedzajacy x
nalezy do T, to x nalezy do T; wéwczas T = A. Dowdd jest bardzo prosty:

niech X bedzie zbiorem tych elementéw A, ktére nie naleza do T; poniewaz A
jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, wigc X, o ile nie jest puste, ma pierwszy
element x. Wowczas zaden element rézny od x i poprzedzajacy x nie nalezy do X,
to znaczy, e kazdy taki element nalezy do T. Z zalozenia x musi wigc byé
elementem 7, a to jest sprzeczne z okresleniem x. Zatem X jest puste, tzn.

T=A. '

Udowodnione powyzej twierdzenie nosi nazwg twierdzenia o indukgji
pozaskoriczonej. Stanowi ono podstawg metody nazywanej indukcja
pozaskonczong, podobnej do zwyklej zasady indukcji i pozwalajacej ustalaé
wiasnosci elementéw zbioru dobrze uporzadkowanego. Metoda ta jest
nastgpujgca:

Aby dowies¢, ze wszystkie elementy zbioru dobrze uporzgdkowanego 4 maja
Jjaka$ wlasno$¢ W, wystarczy sprawdzié, iz dla kazdego elementu x zbioru 4 —



...jako aksjomat przyjmiemy, Ze
wszystko da si¢ dobrze uporzadkowac.

z zalozenia, ze wszystkie elementy poprzedzajace x i rézne od x maja
wlasno§¢ W — wynika, iz x tez ma wlasno$¢ W. Ta metoda dowodu jest czgsto
stosowana w teorii mnogosci.

3. Wlasnosci mocy zbioréw dobrze uporzadkowanych. O zbiorze X mowimy,
ze jego moc jest nie wigksza od mocy zbioru Y, jesli istnieje funkcja wzajemnie
jednoznaczna o dziedzinie X i o zbiorze warto$ci zawartym w Y. Jesli zbiorem
wartoéci tej funkcji jest caly zbiér ¥, to méwimy, Ze zbiory X i ¥ majg moce
réowne.

W teorii mnogosci dowodzi si¢ szeregu ciekawych twierdzen o mocach zbioréw
dobrze uporzadkowanych. Nie bedziemy ich tutaj dowodzili, ale wymienimy
kilka najwazniejszych. We wszystkich podanych nizej twierdzeniach 4 i B
oznaczaja zbiory dobrze uporzadkowane, przyczem moc B jest niewieksza niz
moc A, a zbidr A4 jest nieskonczony.

Twierdzenie o mocy kwadratu: Zbiér wszystkich par uporzadkowanych
(a’, a"), gdzie a’, a"’ przebiegaja elementy zbioru 4, ma moc réwng mocy A.

Twierdzenie o mocy sumy: Suma zbioréw A i B ma moc réwng mocy A.
Twierdzenie o mocy iloczynu: Jesli zbidr B jest niepusty, to zbidér wszystkich par
uporzadkowanych (a, b), gdzie a przebiega zbidr A, za$ b zbidr B, ma moc
rowng mocy A.

4. Problem dobrego uporzadkowania. Uwagi o podstawach teorii mnogosci.
Podane wyzej twierdzenia pokazujg, ze o zbiorach dobrze uporzadkowanych

i zwlaszcza o ich mocach umiemy udowodnic¢ wiele interesujacych faktow.
Nasuwa si¢ pytanie, czy fakty te pozostajgq prawdziwe dla dowolnych zbioréw.
Odpowiedz twierdzaca na to pytanie wynika z nastgpujacego zasadniczego
wyniku:

Twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu: dla kazdego zbioru X istnieje relacja R
dobrze porzadkujaca zbior X.

Twierdzenie to wymaga do dowodu tzw. pewnika wyboru, ktéry sformutowany
byt explicite w poczatku obecnego stulecia wiasnie przy okazji dowodu
twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu i ktéry datl okazje do przeprowadzenia
doglebnej dyskusji nad podstawami teorii mnogosci. Z dyskusji tej wynikalo
jasno, ze nie wszyscy matematycy sa zgodni co do zalozen, jakie przyjmuje si¢
dla zbioréw, w szczegélnosci niektérzy uwazali, Zze nie ma zadnych powododw,
ktore sklania¢ nas powinny do przyjmowania pewnika wyboru za zdanie
prawdziwe. Poniewaz pewnik wyboru tatwo wynika z twierdzenia o dobrym
uporzadkowaniu, wigc matematycy kwestionujgcy prawdziwo$¢ pewnika wyboru
kwestionujg tym samym prawdziwo$¢ twierdzenia o dobrym uporzadkowaniu.

Wigkszo$¢ matematykow przyjmuje wprawdzie pewnik wyboru i twierdzenie
o dobrym uporzadkowaniu za prawdziwe, jednak przyjecie tych zatozen nie
usuwa wszystkich trudnosci, jakie wystapily w teorii mnogosci.

Teoria zbioréw dobrze uporzadkowanych pozwolita wigc uzyskac wielkie postepy
w teorii mnogosci, ktore uczynily z niej sprawne narzedzie do badania innych
dzialéw matematyki, a takze doprowadzita, wespét z innymi dziatami teorii
mnogosci, o ktorych tutaj nie mieli§my okazji wspominac, do powstania nie
rozwigzanych jeszcze, a pasjonujgcych problemdw, dotyczacych podstaw teorii
mnogosci i ogdlne;j filozofii matematyki.

Rozwiazanie zadania M9

Odpowiedi jest twierdzaca.

Idea dowodu jest nastepujaca. Wierzcholki 4, B, C czworokata umieszczamy jeden blisko drugiego, zas czwarty
wierzcholek D oraz punkt wewnetrzny P — tez blisko jeden drugiego, lecz daleko od A4, B, C. Niech / bedzie
odlegloscia migdzy ,,micjscem”, gdzie znajduia si¢ punkty 4, B, C, od ,,miejsca”, gdzie znajduja si¢ D i P. Wowczas
AB= 0, AC=0,CD=I,DB=I,PA=ILPB=I,PC= |, PD=0, AB+BD+DC+CA = 2I,

PA+PB+ PC+PD = 3l

Oczywiscie nie jest to scisly dowdd. Jezeli redagujemy na przyklad rozwigzanie zadania olimpijskiego, to powinno ono
wyglada¢ w nastgpujacy sposob:

Na prostej k obieramy punkty 4, M, O i D lezace w podanej kolejnosci i tak, ze AM = OD = 1, MO = 10. Przez
punkt M prowadzimy prosta p prostopadla do k i na p, po réznych stronach prostej k, obieramy takie punkty Bi C,
2e MB = MC = 1 (Czytelnik zechce wykona¢ rysunek). Wowczas AB = AC = |/i_, BD = CD = ]/11— 121 = ]/I_Z_I_
OA = 11, 0B = OC = 101, OD = 1. Wykazemy, 3¢ OA+ OB+ OC+ 0D > AB+ BD+ DC+ CA, tzn.
12+2 Y101 > 2}2 +21/122, co jest rownowazne nierdwnodci 6 2 > Y122 — }/101. Poniewaz /2 < 2, wiec
r— — — 122- 101 21 21

6- 2 > 4. Mamyponadto 122 —§101 = —— = —_~— < e £h 2

VY122 + 101 ¥i22 +y101 2y 100 20

e 21 Stad )

Wykazalismy wiec, 7e 6— 2 > 4 > o V122 - Yol
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Doktor Erich Bagge z dusza na ramieniu przekraczal progi okazalego budynku
na Hardenbergerstrasse, w ktorym miescil si¢ Urzad Uzbrojenia Armii
Ministerstwa Wojny Rzeszy. W kieszeni tkwil powdd jego niepokoju — zétta
koperta, zawierajaca rozkaz, by si¢ natychmiast stawit w Berlinie. Zapakowal
wiec do matej walizeczki szczoteczke do zgbdw, fotografie rodzinne, ciepta bielizng,
troche drobiazgéw i pozegnawszy si¢ z rodzing czym predzej wsiadl w pociag.
Przygotowany byl na najgorsze, nawet na front.
— Ale jesli na front, to po co mnie $ciggali z Lipska az do ministerstwa? —
pocieszat sig¢ w duchu.
Nagle kto$ go poklepal po ramieniu. Ustyszal znajomy glos:
— Nareszcie jeste$, chlopie, nic si¢ nie zmienites.
Erich obejrzal sig. Przed nim stal jego dawny znajomy ze studiow, doktor
Kurt Diebner.
— Dostalem wezwanie... — zaczal Bagge, ale Diebner nie dal mu dokonczy¢.
— Wiem, to wlaénie ja cig¢ wezwalem.
[ tonem niby przeproszenia dodat:

Wiesz, wojna. Nie moglem napisa¢ kolezenskiego listu, a jestes tubardzo
potrzebny. ChodZmy zaraz do Schumanna, wszystkiego si¢ dowiesz.

Niepokdj opuscil Baggego catkowicie, kiedy profesor Erich Schumann

powiedzial mu, ze ma pomdéc Diebnerowi w przygotowaniu specjalnej tajnej
konferencji, na ktérej omoéwiono by sprawy badan w zakresie fizyki jadrowej

dla celow wojskowych.

— Doktor Diebner ustali z panem wszystkie szczegdly. Pamigtajcie panowic

Ze to moga byc¢ sprawy bardzo wazne dla Rzeszy. Mamy dzi§ 9 wrzeénia 1939 roku,
prosze si¢ §pieszy¢, wojna juz trwa. Heil Hitler! — zakonczyl rozmowe.

Liste uczonych, ktérych nalezalo zaprosi¢ na konferencje, opracowali bardzo
szybko. Schumann ja zatwierdzil. 14 wrze$nia wezwania do stawienia si¢

w Ministerstwie Wojny Rzeszy za dwa dni otrzymali w takich samych
ztowrdzbnych zottych kopertach migdzy innymi Bothe, Geiger, Stetter, Hoffmann,
Mattauch, Hahn, Fliigge. Zabrakto na niej profesora Abrahama Esaua,
pierwszego inicjatora rzadowego programu badan jadrowych z ramienia
Ministerstwa O$wiaty Rzeszy. Bagge zapytal o niego Diebnera, ale ten dal
wymijajaca odpowiedz:

— Wiesz, to dziwna historia, musze si¢ trzymac rozkazow.

I nie wiadomo, czy uémiech zazenowania, czy satysfakcji przemknat po jego
twarzy.

Bagge dopiero znacznie pézniej dowiedziat sig, ze Esau stanowit przypadek dos¢
symptomatyczny dla wspotpracy niemieckich uczonych miedzy soba. Ba, sam
Esau, goracy i zastuzony zwolennik nazizmu, nie chcial w to uwierzy¢, dopdki
nie zmuszono go do wycofania si¢ z gry. Zdajac sobie sprawe, ze badania jadrowe
musza wczesniej czy pozniej zainteresowac armig, 4 wrze$nia sam skontaktowal
sie z Ministerstwem Wojny. Uzyskal przyrzeczenie poparcia osobiscie od gen.
Beckera, ktéry polecit mu, by sprawy formalne zatatwit z Schumannem. Do
Schumanna jednak nie dostat sig, a sprawa przybrata po kilku dniach obrét,
ktory wprawil Esaua w zdziwienie i irytacj¢: polecono mu, by bezwlocznie
zaniechat jakichkolwiek krokéw i badan, gdyz przejeto je catkowicie wojsko.
Wkrétce potem zmuszono go do oddania niewielkich zapaséw tlenku uranu,
jakie zdotat zdoby¢ tuz przed wojng, zanim jeszcze ministerstwo wniny nie
podjeto zdecydowanych i monopolizujacych krokéw. Nigdy juz nie odegrat roli
w niemieckich badaniach jadrowych, cho¢ nie chcial si¢ z tym do korica
pogodmc i przy kazdej okazji, z nowg nadziejq, protestowal przeciwko
jawnemu dyskryminowaniu go.

Konferencja przygotowywana przez Diebnera i Baggego odbyla si¢ 16 wrzesnia.
Niewiele jeszcze wtedy wiedziano o samym mechanizmie rozszczeplamd
Naturalny uran jest mieszaning dwéch izotopéw: uranu 235 i uranu 238. Wiele
Nskdzywalo na to, ze rozszueplcmu ulega jedynie ten pierwszy izotop. Naturalny
uran zawiera go jednak mniej niz 1%/o, Pierwsza sprawa bylo wigc rozdzielenie
izotopéw i zbadanie zachowania si¢ kazdego z nich pod wplywem
bombardowania neutronami. Zadanie to przypadto w udziale prof. Paulowi
Harteckowi, wybitnemu specjaliécie w dziedzinie rozdzielania izotopéw. Uczeni
rozumieli, ze badan nie mozna prowadzi¢ bez zadnych wskazdwek teoretycznych,
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ktére nakre$lalyby przynajmniej ich kierunek. Mimo oporéw zdecydowano jednak,
za namowa Baggego, zaprosi¢ do pracy wybitnego niemieckiego teoretyka,
laureata nagrody Nobla, Wernera Heisenberga, ktéry mial opracowaé teorig
fancuchowej reakcji rozszczepienia. Nieche¢ eksperymentatoréw do
Heisenberga to jeszcze jeden charakterystyczny rys akademickiej fizyki
niemieckiej, w ktdrej istnialo co§ w rodzaju cichej wojny miedzy teoretykami
a eksperymentatorami.
Na konferencji uczeni dowiedzieli si¢ tez o caltkowitym zakazie wszelkich
publikacji na temat badan w fizyce jadrowej (zostat on nieznacznie uchylony
dopiero w 1942 r.). Pozbawilo to ich czynnego udzialu w ogélno$wiatowej dyskusji,
jaka stanowia publikacje naukowe, ale jednocze$nie stawialo w pozycji do§é
uprzywilejowanej, gdyz i Anglicy, i Amerykanie, nie dostrzegajac jeszcze
niebezpieczenstwa, wprowadzili ten zakaz u siebie znacznie péZniej. Fizycy
niemieccy mogli wigc dzigki temu przez dluzszy jeszcze czas korzystaé z wynikéw
badan swych kolegéw zagranicznych, sami nie demaskujac swych osiggnie¢
i poczynan. '
Druga tajna konferencja zorganizowana przez Diebnera i Baggego odbyla si¢ po
dziesigciu dniach, 26 wrzes$nia 1939 r. Heisenberg przedstawil wtedy swéj punkt
widzenia: w przypadku kontrolowanej reakcji rozszczepienia z wykorzystaniem
energii w sposob powolny, wystarczy zmieszaé uran naturalny z jaka$
substancjg, ktéra by hamowala prgdkos$é neutronéw (nie pochlaniajac ich)
wyzwalajacych si¢ w wyniku rozszczepienia, do predkosci gwarantujacej ich
maksymalng efektywno$¢, jesli chodzi o inicjacje nastepnych aktow
rozszczepienia uranu 235 (uran 238 chetnie bowiem chwyta szybkie neutrony —
trzeba je wigc szybko wyhamowaé); w przypadku reakcji przeprowadzonej
wybuchowo trzeba z mieszaniny wyeliminowaé niepozadany uran 238, czyli —
uzy¢ wydzielony z mieszaniny uran 235. Profesor P. Harteck z pelnymi obaw
zastrzezeniami zaproponowal, by jako 6w spowalniacz neutronéw (moderator)
uzy€ cigzka wodg.
Propozycje te w stosunkowo nieznacznym stopniu zmodyfikowaly doéé szczegélowy
plan pracy na najblizszy okres, przygotowany przez Diebnera i Baggego.
Ogolnie zawieral on dwa zadania: rozdzial izotopdw uranu i zbadanie ich wiasnosci
oraz pomiary odpowiednich parametréw wszystkich substancji, ktére moga by¢
brane w rachubg jako moderatory. W swej czgéci szczegolowej wyznaczal ten plan
konkretne zadania dla kazdego z uczonych (lub ich grup). Atoli jeszcze raz zle
tradycje akademickie doszly do glosu, kiedy inicjatorzy zaproponowali, aby
utworzy¢ centrum naukowe, grupujac wszystkich uczestnikéw tych badan.
Miescitoby si¢ ono w Instytucie Fizyki im. Cesarza Wilhelma w Dahlem
(koto Berlina), przejetym wilasnie przez wojsko na badania jadrowe. Uczeni jeden
po drugim deklarowali swa wspolprace, ale kazdy podawal wazne powody, dla
ktdrych nie mogl przenies¢ si¢ na stale do Berlina. Jak z pdzniejszych wypadkow
mozna si¢ domysle¢, podstawowa przyczyna tego byly osobiste ambicje, by samemu,
bez udziatu konkurentéw, dokonaé zasadniczego kroku. Na swoich §mieciach
kazdy byl swym panem, w Dahlem za$ bylby jednym z wielu, w dodatku
mialby nimi kierowaé¢ Dicbner, ktorego wigkszo$¢ z nich uwazala nie tylko za nie
dorastajacego do ich poziomu debiutanta naukowego, ale tez za zwyklego
hitlerowca. Instytutem w Dahlem do czasu przejecia go przez armi¢ kierowat
bowiem wybitny fizyk holenderski Peter Debye. Odmoéwit on jednak przyjgcia
obywatelstwa niemieckiego i musial poda¢ si¢ faktycznie do dymisji (oficjalnie
otrzymat urlop dla wygloszenia wykladow w USA). Jego funkcje przejat
Diebner, ale jako pelnigcy obowigzki.
W rezultacie w Dahlem powstala nowa grupa, dq ktorej akces zgtosili tylko
nieliczni. Reszta rozjechala sie¢ do swoich oérodkéw, by zabraé si¢ do realizacji
swoich zadan. Wszyscy zdawali sobie sprawg, Ze niezbednym wstgpnym etapem
drogi do samej bomby atomowej jest najpierw budowa i uruchomienie reaktora
jadrowego. Do tego potrzebne byly jednak uran i moderator. Uranu poczatkowo
Niemcy mialy niewiele. Ich przemyst chemiczny zaczat jednak do$é szybko
produkowa¢ znaczne, jak na potrzeby badawcze, ilo§ci zwigzkéw uranu,
a potem — takze czystego uranu metalicznego (znacznie wcze$niej niz
Amerykanie), zwlaszcza ze Niemcy zdobyli znaczne ilosci surowca po podboju
Belgii. Nie starczato go jednak dla wszystkich. Niejeden z fizykéw niemieckich
mial bowiem te cichg nadzieje, ze to wlaénie on, bez udzialu i pomocy innych,
uruchomi pierwszy reaktor. Wydzierali wigc sobie przydzial uranu niekiedy jak
przekupki, posuwajac si¢ nawet do misternych oszustw.

Oprac. Z.P.

wg ksigzki D. Irwinga
c.d.n. The Virus House




