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Twierdzenie Hilberta o nierozkladalnosci
Navid SAFAEI*, Radostaw ZAK**

Teoria liczb jest jedna z dziedzin matematyki najchetniej pozyczajacych
metody z innych obszaréw. Jednym ze zrdodel takich zapozyczen jest analiza
matematyczna. W ostatnich latach analityczna teoria liczb zyskata na
popularnosci, nawet w kontekscie olimpiad matematycznych: ciekawy wybér
dostepnych metod przedstawil Tomasz Kobos w |Afs. Jednak ,,obce” teorii

liczb pojecia granic, szeregdw, zbieznosci i pochodnych moga nieco onieSmielaé
osoby rozpoczynajace przygode z ta dziedzina. Jedna z zalet twierdzenia
Hilberta o nierozkladalnosci (w skrocie THN) jest to, ze stanowi ono zrozumiale,
teorioliczbowe opakowanie dla glebokich rozwazan z zakresu analizy czy tez
geometrii algebraiczne;j.

Przypomnijmy, ze wielomian dwéch zmiennych P(x,y) to skoficzona suma
jednomianéw, z ktérych kazdy ma postaé aij:biyj . W dalszej czgsci liczby a;;
beda calkowite; zbiér wszystkich takich wielomianéw oznaczamy przez Z[z, y].
Wiéréd przykladéw mamy takie wielomiany, jak 2% — y?, 22 — 2zy + 2y2 czy
2% — 22y + y* + 1. Innym przykladem jest 43 — 2y + 1, mimo ze nie zawiera on
zmiennej z, na co warto zwréci¢ uwage. Mamy tez odpowiednie pojecie stopnia
dla wielomianéw dwdéch zmiennych — z definicji, stopien jednomianu aij;viyj to
i+ j, a stopienn wielomianu to maksimum stopni jego jednomianéw. Mozemy tez
zdefiniowaé stopieni wzgledem konkretnej zmiennej: stopienr P(z,y) wzgledem z to
po prostu zwyktly stopien, jesli tylko zapomnimy, ze y jest zmienna. Na przyklad
dla wielomianu P(x,y) = 23 — 22y + y* + 2 mamy:

deg P(z,y) =5, deg, P(z,y) =3, deg, P(z,y)=4.
Tak jak w przypadku jednej zmiennej, wielomian P(x,y) nazywamy rozkladalnym
— jesli mozna go zapisaé jako iloczyn Py (z,y) - Pa(x,y) dwéch niestalych
wielomianéw, oraz nierozkladalnym — w przeciwnym przypadku. Znane narzedzie
zwane lematem Gaussa implikuje, ze jesli P(z,y) ma wspodlczynniki catkowite
i rozklada sie jako iloczyn Py (z,y) - Pa(x,y) wielomianéw o wspdlczynnikach
wymiernych, to mozemy rowniez znalezé rozklad o wspélczynnikach
catkowitych.

Podobnie jak dla liczb pierwszych i catkowitych, wielomiany nierozktadalne
mozna traktowaé jako cegielki, z ktérych zbudowane sa pozostale wielomiany.
Istotnie, kazdy wielomian P(z,y) mozna zapisaé¢ jako iloczyn Q1 (x,y)** -...-
Qk(z,y)**, dla pewnych wielomianéw nierozkladalnych Qq, ..., Qg i pewnych
dodatnich wyktadnikéw catkowitych «;. Mozemy teraz przedstawi¢ tytutowe
twierdzenie:

Twierdzenie 1 (Hilbert). Niech P(x,y) bedzie wielomianem nierozkladalnym
o wspotezynnikach calkowitych, zaleznym od zmiennej x (tzn. deg, P(x,y) > 0).
Wtedy dla nieskoriczenie wielu liczb calkowitych t wielomian fi(y) := P(t,y)
(jednej zmiennej) rowniez jest nierozkladalny, a ponadto deg f; = deg, P(t,y).

Prosty przyklad: Q(x,y) = y? —  jest nierozkladalny. Jesli podstawimy ¢ = 1,
to otrzymany wielomian Q(1,y) = y? — 1 roztozy sie jako (y — 1)(y + 1). Jednak
nietrudno zauwazy¢, ze taki rozklad ma miejsce doktadnie wtedy, gdy ¢ jest
kwadratem — wystarczy wiec wybraé¢ dowolne ¢, ktére kwadratem nie jest,

a otrzymamy wielomian nierozkladalny. Mozemy p6js¢ o krok dalej.

Stwierdzenie 2. Zaldzmy, ze R(x) jest takim wielomianem o wspdlczynnikach
catkowitych, ze dla dowolnej liczby calkowitej t liczba R(t) jest kwadratem.
Wtedy istnieje wielomian Q(x) o wspélczynnikach calkowitych spelniajacy
tozsamosé R(z) = Q(x)?.

Dowéd. Rozwazmy wielomian P(z,y) = y? — R(x) i przypusémy, ze jest on
nierozkladalny. Wtedy na mocy THN mozemy znalezé taka liczbe catkowita t, ze
P(t,y) jest nierozkladalny. Wiemy jednak, ze R(t) = a? dla pewnego a, wigc
P(t,y) = y* — a? = (y — a)(y + a) jest rozktadalny. Otrzymana sprzeczno$é
oznacza, ze P(x,y) jest rozkladalny.
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Mozemy wiec tak dobraé niestale wielomiany Py, P> o wspélczynnikach
catkowitych, by P(x,y) = Pi(z,y)P2(z,y). Gdyby deg, P = 0 (tzn. Py nie
zawiera y), to Py zalezalby tylko od x i musialby dzieli¢ wspétczynnik przy

y? w P(z,y). Ale ten wspélezynnik to 1, wiec jest to niemozliwe. Jako jedyna
mozliwosé pozostaje, ze zaréwno P, jak i P; sa liniowe wzgledem y (jako ze
deg, P(x,y) = 2). Wtedy jednak, analizujac ponownie wspélczynnik wiodacy,
otrzymujemy postaé¢ Pi(z,y) =y + Q1(x), Pa(z) =y + Q2(z) dla pewnych
wielomianéw @1, Q2 (wspdlczynniki wiodace mnoza sie do 1, a w razie potrzeby
mozemy oba nasze wielomiany domnozy¢ przez —1). Stad

y* = R(x) = P(z,y) = Pi(z,y)Pa(z,y) = (y + Q1(2))(y + Q2(2))
= +y(Q1(z) + Qa2(z)) + Q1 (2)Qa().
Poréwnujac wspoélezynniki, dostajemy Q1(x) + Q2(z) = 0, a wiec R(z) =
—Q1(2)Q2(x) = Q1 (2)*. O

Mozemy udowodni¢ jeszcze mocniejsze sformutowanie. W tym celu jednak
bedziemy musieli si¢ powotaé na nastepujacy niewinnie wygladajacy fakt.
Warto zaznaczy¢, ze nie jest wcale latwy do wykazania; jeden z jego dowodow
wykorzystuje twierdzenie Czebotariowa.

Twierdzenie 3. Jesli f(x) jest wielomianem nierozkladalnym o wspéiczynnikach
catkowitych oraz deg f > 2, to istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p, ktore
nie dzielg f(t) dla dowolnej liczby calkowitej t.

Pozostata czesé artykulu poswiecona jest dowodowi nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4. Niech P(x,y) € Z[x,y| bedzie wielomianem o nastepujgcej
wlasnodci: dla dowolnego niestatego ciggu arytmetycznego (an)se o liczb
catkowitych mozemy znaleZé indeks i € 7 oraz liczbe calkowitq y, dla ktorych
P(a;,y) = 0. Wowczas istnieje wielomian R(x) € Q[z] spelniajgcy toisamosé
P(z,R(z)) =0.

Uogoélnia to nasze stwierdzenie |2/ na dwa sposoby. Po pierwsze, zalozenie

nie musi juz by¢ spelnione dla wszystkich ¢, lecz jedynie dla wystarczajaco
wielu, by pokry¢ wszystkie mozliwe ciagi arytmetyczne. Po drugie, w miejsce
wielomianu y? mozemy przyjaé jakikolwiek inny. Na koncu artykutu
proponujemy Czytelnikowi zadanie, ktére ilustruje te ostatnia obserwacje.

Dowdd twierdzenia [f). Zauwazmy najpierw, ze zalozenie o ciagach
arytmetycznych tak naprawde daje nam nieskonczenie wiele indekséw ¢, dla
ktérych P(a;,y) = 0 ma rozwiazanie y. Istotnie, na pewno mozemy znalezé
jedno takie 4, ale wtedy ciag a’; := a;+142; (zawierajacy nieparzyste wyrazy (ay),
gdy i jest parzyste, a parzyste wyrazy, gdy i jest nieparzyste) réwniez

jest arytmetyczny, a jednoczesnie stanowi podciag (a,) niezawierajacy a;.
Korzystajac z zalozenia, otrzymujemy w ten sposéb nowy indeks, a nastepnie
mozemy te procedure powtarza¢ do woli.

Rozlézmy P(z,y) na iloczyn Q1(x,y) - ...  Qr(x,y) nierozkladalnych
wielomianéw @Q; (niekoniecznie réznych). Jesli ktérys z czynnikéw Q; zalezy
wylacznie od z, to mozemy go pominaé, gdyz odpowiada jedynie za skonczenie
wiele wartosci ¢, dla ktérych P(t,y) = 0 ma rozwiazanie. Podobnie, gdy réwnanie
Q;(z,y) = 0 ma skonczenie wiele rozwigzai (z,y) — w obu tych przypadkach
wielomian P’ := P/Q; spelnia zaréwno zalozenia, jak i teze twierdzenia dokladnie
wtedy, gdy spelnia je wyjsciowy wielomian P.

Mozemy teraz uzyé THN i znalezé odpowiednie ¢; (7 =1,...,k), dla ktérych
wielomiany Q;(t;,y) sa nierozkladalne, o tym samym stopniu wzgledem y co
Q;(z,y). Gdyby kazdy z tych stopni wynosil 2 lub wiecej, to z twierdzenia
otrzymaliby$my liczby pierwsze spelniajace p; 1 Q;(t;,y) dla wszystkich j i y;
mozemy przy tym dobraé te liczby jako parami rézne.

Chinskie twierdzenie o resztach pozwala nam teraz znalezé rozwiazanie ukladu
kongruencji t = ¢; (mod p;) dla j =1,..., k. Rozwiazanie to ma postaé
t =c¢ (mod p1ps . ..pr) dla pewnego ¢; innymi stowy — zbiér rozwiazani tworzy
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ciag arytmetyczny a; = ¢+ ip1ps ... px. Wiemy, ze dla
pewnych i oraz y zachodzi P(a;,y) = 0, a wiec réwniez
Q;(a;,y) = 0 dla pewnego j. Z drugiej strony:

Qj(ai,y) = Q;(t;,y) Z0 (mod p;),

wiec otrzymujemy sprzecznosc.

Stad wniosek, ze ktérys czynnik @); jest liniowy wzgledem y;

bez straty ogdélnosci niech bedzie to Q1. Mozemy zapisac
go w postaci A(x)y + B(z) dla pewnych wielomianéw
A, B. Jak wspomnielidmy, mozemy przyjaé, ze Q1(z,y) =0
ma nieskoriczenie wiele rozwiazan (z,y), zatem A(x) dzieli
B(z) dla nieskoriczenie wielu wartoéci z. Ale to oznacza,
ze A(z) dzieli B(x) jako wielomian (zeby to zauwazy¢,
mozna na przyklad podzieli¢ z reszta B(x) przez A(z)).
W konsekwencji R(x) = f% jest wielomianem

i ostatecznie P(z, R(x)) = Q1(z, R(x)) = 0. O

Czytelnik Uwazny spostrzeze, ze w tezie twierdzenia 4
wielomian R ma jedynie wspolczynniki wymierne, a nie
catkowite. Istotnie, na przyklad dla P(x,y) = 22 +x — 2y
dostaniemy R(z) = % Na koniec proponujemy wigc
zadanie ilustrujace, ze w pewnych sytuacjach mimo
wszystko R bedzie mial wspolczynniki catkowite.

Zadanie. Zalézmy, ze P, (Q sa dwoma wielomianami

o wspoélezynnikach catkowitych i o nastepujacej
wlasnosci: dla dowolnej liczby catkowitej n mozemy
znalez¢ taka liczbe catkowita m, ze P(n) = Q(m).
Udowodnij, ze wtedy istnieje wielomian R(x)

o wspoélezynnikach wymiernych spelniajacy tozsamosé
P(z) = Q(R(x)). Jedli ponadto wielomian Q(%) nie ma
wspotezynnikéow catkowitych dla zadnego k > 2, wykaz,
ze R(z) ma wspélczynniki calkowite.

Policjanci i ztodziej

W tym artykule zajmiemy si¢ nastepujacym zagadnieniem.

* Uczen, Colegiul National de Informatici
Tudor Vianu, Rumunia

A

Alexandru BENESCU*

Policjanci gonig zlodzieja w pewnej wiosce, ktorej uliczki tworzq tréjkat

réwnoboczny wraz z jego Srodkowymi (rys. 1). Maksymalna predkosé zlodzieja jest
Kk > 0 razy wieksza niz maksymalna predko$é policjantow. Zakladajgc, Ze wszyscy
stale sie widzq 1 ruch jest moZliwy jedynie wzdiuz uliczek, nalezy okreslié, czy

policjanci mogq schwytaé zlodzieja niezaleinie od ich poczgtkowego ustawienia.

Rozpocznijmy rozwigzanie od analizy kilku prostych przypadkéw. Oznaczmy

Rys. 1

liczbe policjantéw przez n. Zaltézmy, ze w wiosce znajduje sie tylko jeden
policjant, tj. n = 1. To banalny przypadek. Jesli x < 1 (tzn. zlodziej jest
wolniejszy od policjanta), policjant na pewno doscignie i schwyta zlodzieja.

Analogicznie, jesli k > 1, to ztodziej moze dowolnie dtugo ucieka¢ przed
policjantem, cho¢by biegajac w cyklu A - B — C' — A (rys. 1).

Sytuacja zmienia si¢ diametralnie (na korzy$é wymiaru sprawiedliwosci), gdy
A w poscigu bierze udzial trzech (lub wiecej) policjantéw. Udowodnimy, ze w tym

przypadku schwytaja oni ztodzieja niezaleznie od jego predkosci. Jedna ze
strategii, ktore do tego doprowadza, polega na jednoczesnym zajeciu punktéw
D, E i F (oznaczenia z rys. 1). W ten sposéb policjanci podziela cala wioske
na sze$¢ spdjnych czesci (sktadowych), jak pokazano na rysunku 2. W jednej
z tych czesci znajduje sie zlodziej. Na jej kraficach (podobnie jak kazdej innej
czedei) znajduja sie policjanci. Wystarczy, aby jeden z nich zaczal poruszaé sie
(w ramach tej czedci) w strone drugiego, a zlodziej zostanie zlapany.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek dwoch policjantow — ten jest bardziej

wymagajacy. Udowodnimy najpierw, ze dla x < 3 policjanci zawsze zlapig
zlodzieja. W tym celu jeden z policjantéw bedzie stale gonit rabusia — tego
policjanta nazwiemy gorniczym. Jego jedynym zadaniem jest uniemozliwienie
zlodziejowi przyczajenia sie na stale w jednym miejscu. Doktadniej rzecz
ujmujac, musi on zadbaé¢ o to, by ostatnio odwiedzony przez zlodzieja punkt
Srodkowy zmienial si¢ w czasie (punktami srodkowymi sa punkty D, E lub F).
Latwo si¢ przekonaé, ze aby to osiagnaé, wystarczy tylko jeden policjant.

A Drugi policjant, ktérego nazwiemy strozZem, ma bardziej subtelne zadanie.
Najpierw musi uda¢ sie do ,strézéwki” znajdujacej sie w punkcie S, ktory
dzieli odcinek EF w stosunku 1:2 (rys. 3). Kiedy juz tam dotrze, musi uwaznie

o

obserwowaé poczynania ztodzieja. Zadaniem tego policjanta jest odcinanie
drogi ucieczki ztodzieja, gdy tylko jest to mozliwe. Na przykitad, jesli ztodziej

wejdzie do ,,gbérnego naroza” E—A—F przez punkt F, stréz musi uniemozliwié

Rys. 3
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mu ucieczke przez punkt F. Ma taka mozliwos$é, gdyz ST

EAIFIAF] =3 > k. Jest tez

pewien maly haczyk — w tym samym momencie, w ktérym zlodziej powréci do
punktu E, stréz musi ponownie znalezé sie w punkcie S. Jest to jednak mozliwe



