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Rys. 1. Czestosci wystepowania
poszczegdlnych cyfr wedlug prawa
Benforda

Prawo Stiglera moéwi, ze odkrycia
wzglednie rzadko noszg nazwiska oséb,
ktére ich dokonaly. Jednym z przykladéw
jest wladnie prawo Stiglera.

Owen BARRON*

Po raz pierwszy natknalem si¢ na prawo Benforda podczas lektury pewnej
ksiazki z matematycznymi ciekawostkami. Zafascynowaly mnie prostota

i ogbélnosé tej zasady — zwlaszcza ze na pierwszy rzut oka wydala mi sie
zaskakujaca, wrecz oderwana od rzeczywistosci.

Prawo Benforda

Czym zatem jest prawo Benforda? To interesujace i dla wielu sprzeczne

z intuicja zjawisko statystyczne wystepujace w zbiorach danych, ktére obejmuja
kilka rzedéw wielkosci. Jego podstawowym objawem jest to, ze pierwsza cyfra
liczb w takich zbiorach znacznie czedciej jest mata (np. 1 lub 2) niz duza

(np. 8 lub 9). Innymi slowy: czesto$¢ wystepowania poszczegdlnych cyfr jest
zauwazalnie przesunieta w strone mniejszych wartoéci. Zgodnie z tym prawem
cyfra 1 pojawia sie jako pierwsza w okolo 30% przypadkéw, podczas gdy
cyfra 9 jedynie w 5%! W ogdlnosci prawo Benforda stwierdza, ze czestotliwos$é
wystepowania na pierwszym miejscu cyfry d w danych zapisanych w systemie
dziesietnym, obejmujacych kilka rzedéw wielkosci, jest réwna w przyblizeniu
logyo(d + 1) —logyd (rys. 1). Okreslone tym wzorem czestosci wystepowania
nosza nazwe rozktadu Benforda.

Zakres stosowalnosci prawa Benforda jest zaskakujaco szeroki: moze dotyczy¢
zaréwno wysokosci stu najwyzszych budynkéw, jak i dhugosci rzek. Pojawia sie
takze w czysto matematycznych kontekstach — rozklad Benforda odnajdziemy
wsrdd pierwszych cyfr ciggu Fibonacciego, kolejnych poteg liczby 2 czy ciagu
powstalego przez naprzemienne mnozenie przez 2 i 3. Nalezy tu zaznaczy¢, ze
choé¢ warunek ,,obejmowania kilku rzedéw wielkosci” wyglada niepozornie, to
jest niezwykle istotny. Dla przyktadu, liczba stron w ksiazkach nie spelnia prawa
Benforda, poniewaz zdecydowana wiekszosé ksigzek ma od 200 do 600 stron.

Po uslyszeniu o prawie Benforda po raz pierwszy bylem zdumiony — jak cos
tak jawnie asymetrycznego moze by¢ az tak powszechne? Niniejszy artykul

ma na celu przedstawienie intuicyjnego, a po czesci rowniez formalnego,
wyjasnienia, dlaczego to prawo obowiazuje. Opowiemy takze o jego historii oraz
zaskakujacych zastosowaniach.

Po raz pierwszy prawo Benforda zostalo odkryte w 1881 roku przez... Simona
Newcomba, kanadyjsko-amerykanskiego astronoma. Zauwazyl on, ze poczatkowe
strony tablic logarytmicznych, uzywanych do obliczen, byly znacznie bardziej
zuzyte niz koncowe. Wysunal hipoteze, ze powodem byl fakt, iz dane, na ktérych
naukowcy przeprowadzali obliczenia, miaty tendencje do zawierania liczb

o nizszych poczatkowych cyfrach. Newcomb opublikowal w American Journal
of Mathematics krétka notatke na temat tego zjawiska, zawierajaca teoretyczne
prawdopodobienistwa wystapienia kolejnych cyfr, a takze nieformalny argument
wyjadniajacy jego prawdziwos¢. Notatka nie zyskala jednak wiekszego rozglosu.

Ponad piecdziesiat lat pozniej, w roku 1938, prawo to zostalo niezaleznie
odkryte na nowo przez Franka Benforda. Benford pracowal jako fizyk w firmie
General Electric, gdy dostrzegl ten sam wzorzec w taki sam sposéb jak wczesniej
Newcomb (tzn. przez inspekcje tablic logarytmicznych). Poszed! on jednak

o krok dalej w swojej analizie i zebral dane dotyczace kilkunastu réznych

cech (np. populacje panistw), obejmujace tacznie ponad 20 000 obserwacji.
Wykorzystal je w artykule, ktory opublikowal w Proceedings of the American
Philosophical Society, trafnie zatytulowanym ,, The Law of Anomalous Numbers”.
Nazwa ta sie nie przyjela, a prawo zostalo nazwane na cze$¢ Benforda, co
stanowi kolejny przyktad dziatania tzw. prawa Stiglera w $wiecie matematyki.

W tym momencie Czytelnik moze wciaz by¢ sceptyczny wobec zasadnosci prawa
Benforda — ale to, co na pierwszy rzut oka moze wydawaé si¢ niedorzeczne,

na szczeécie ma proste i intuicyjne wyjasnienie. Zatézmy, ze mamy zbiér

liczb obejmujacych wiele rzedéw wielkosci. Powiedzmy, ze oczekujemy, iz

dane sa rownomiernie roztozone pomiedzy mozliwymi rzedami wielkosci —

np. w przedziale [100,1000] znajduje sie mniej wiecej tyle samo elementéw

co w przedziale [1000, 10 000]. Na skali logarytmicznej te dwa przedzialy
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maja te sama dlugosé log;, 10 = 1. Przez ekstrapolacje mozemy oczekiwac,

ze dla dowolnych dwdéch odcinkéw o réwnej dtugosci na skali logarytmicznej
liczba elementéw w kazdym z nich jest mniej wiecej taka sama. Innymi

stowy — oczekujemy, ze punkty odpowiadajace danym sa réwnomiernie
roztozone na skali logarytmicznej. Zbior liczb, ktorych reprezentacja w systemie

Odsytamy Czytelnika do artykulu Od
mnozenia do dodawania (Aé,}) w celu
uzyskania dodatkowych interesujgcych

informacji na temat skali logarytmicznej. prawo Benforda.

dziesigtnym zaczyna si¢ od cyfry d, jest rozlaczna suma odcinkéw o dtugosci
log,o(d + 1) — log;, d, co prowadzi nas do prawdopodobienstw opisanych przez
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Rys. 2. Kolorowe odcinki o dlugosci log;(3/2) odpowiadaja liczbom, ktérych pierwszg cyfra jest

cyfra 2

Zaznaczmy, ze powyzsze rozumowanie nie stanowi
pelnego dowodu poprawnos$ci prawa Benforda. Teoretycy
moga protestowac, ze nie istnieje ,rownomierny rozklad”
na calej, nieskonczonej skali logarytmicznej, zas
praktycy zapytaja, czemu w ogdle koncentrujemy sie

na réwnomiernym rozkladzie w skali logarytmicznej —
czy jest to prawo przyrody, czy moze wynika to rowniez
z matematycznych twierdzen z rodzaju centralnego
twierdzenia granicznego? Czytelnikom, ktorzy czuja

w tym wzgledzie niedosyt, polecamy artykut Teda Hilla
A Statistical Derivation of the Significant-Digit Law,
opublikowany w ,Statistical Science” w 1995 roku.

Jak na obserwacje natury matematycznej, prawo
Benforda ma zaskakujaco wiele bezposrednich zastosowan.
Najwazniejsze z nich dotycza wykrywania oszustw —
mozna go uzy¢ jako wstepnego testu w celu wykrycia
ewentualnych nieprawidtowosci. Liczby zawarte w ksiegach
rachunkowych zazwyczaj spelniaja prawo Benforda,
gdyz faktycznie czesto obejmujg kilka rzedéw wielkodci.
Jezeli natomiast ksiegi zawieralyby sfalszowane liczby
generowane losowo przez komputer lub recznie, to mozna
wtedy oczekiwaé dosé réwnomiernego rozkladu cyfr
wiodacych (czyli innego niz rozktad Benforda). Po
pierwszym zetknieciu sie z prawem Benforda sledczy
finansowy Darrell D. Dorrell natychmiast zaczal stosowac
je w prowadzonych przez siebie sprawach. Doprowadzito
to do skutecznego skazania doradcy finansowego Wesley’a
Rhodesa, ktéry zdefraudowal miliony dolaréw z funduszy
swoich inwestoréow. Prawo Benforda jest regularnie
wykorzystywane jako pierwszy wskaznik lub sygnat
ostrzegawczy dotyczacy oszustw finansowych — jesli liczby
w rejestrach bankowych go nie speilniaja, oznacza to, ze
warto dokona¢ ich dokladniejszej analizy.

Innym, niezwykle interesujacym zastosowaniem bylo
odkrycie ukrytej sieci botéw na Twitterze. Badanie takie
wykonala Informatyczka Jennifer Golbeck w 2015 roku.
Dla testowanego konta sprawdzano, ile obserwujacych
ma kazde z kont, ktére je obserwuje, a nastepnie badano,
czy otrzymane liczby pochodza z rozkladu Benforda.

W wiekszosci przypadkéw otrzymano zgodnosé. Jednak
niewielki odsetek badanych kont nie wykazywat
zgodnoéci z tym wzorcem. Wskazano 170 takich

kont do dalszego zbadania poprzez analize historii
postow oraz kont obserwujacych. Sposréd wszystkich
170 kont jedynie 2 wydawaly sie naleze¢ do prawdziwych
uzytkownikéw. Reszta kont miata obserwujacych wsrod
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pozostalych podejrzanych kont i publikowala wyraznie
zautomatyzowane lub budzace podejrzenia posty.

Jak juz podkredlaliémy, prawo Benforda nie stosuje sie
do kazdego rodzaju danych. Dobrym i nieoczywistym
przyktadem jest wykrywanie fatszerstw wyborczych.
Przyczyna jest nastepujaca: okregi wyborcze zazwyczaj
maja podobna liczbe mieszkancow. Jesli wiec jeden
kandydat oczekuje uzyskania okreslonego poparcia

w kazdym z tych okregéw, rozklad pierwszych cyfr
bedzie ograniczony do zakresu, ktéry niekoniecznie
pasuje do prawa Benforda. Po wyborach prezydenckich
w USA w 2020 roku zwolennicy teorii spiskowych
zauwazyli, ze liczba gloséw oddanych na Joe Bidena

w niektorych okregach nie spelniata prawa Benforda.
Traktowali te obserwacje jako dowdd na sfalszowanie
wyboréw, jednak — z powodéw wymienionych powyzej
— ich watpliwosci nie byly uzasadnione. Podobna
ostroznos$é nalezy zachowaé w przypadku oszustw
finansowych — jedli firma sprzedaje duza liczbe
produktéw w tej samej cenie, rozklad cyfr w rachunkach
bedzie skupiony wokot pierwszej cyfry tej ceny.

Na koniec dodajmy, ze prawo Benforda mozna réwniez
sformutowaé dla drugiej cyfry znaczacej. Wowczas
rozklad prawdopodobienistwa wystapienia kolejnych
cyfr jest bardziej ,,plaski” — w tym przypadku réznica
w czestosci wystepowania miedzy 0 a 9 wynosi juz tylko
okolo 3 punktéow procentowych — ale nadal powinna by¢
zauwazalna w wystarczajaco duzych zbiorach danych.
W zastosowaniu prawa Benforda do wyboréow to wlasnie
to uogdlnienie, w polaczeniu z prawem dla pierwszej
cyfry, pozwala na znacznie bardziej wiarygodny test,
czy doszlo do oszustwa. Na druga cyfre nie ma juz (tak
duzego) wplywu podobienistwo populacji wyborcéw
pomiedzy okregami wyborczymi. Co nie zaskakuje,
rozktad dla n-tej cyfry staje sie coraz bardziej ptaski
wraz ze wzrostem n.

Mozna dos¢ prosto uzasadnié, ze prawo Benforda
zostaje zachowane, gdy dane zostana wyrazone w innych
jednostkach lub w systemie o innej podstawie liczbowej.
Ta tematyka jest bogata w ciekawe wyniki — innym
fascynujacym przykladem jest prawo Zipfa dotyczace
czestosci wystepowania stéw w tekstach. Nadal jestem
zaskoczony za kazdym razem, gdy prawo Benforda
pojawia sie¢ w moim codziennym zyciu — jesli zaczniesz
go szukaé¢, mozesz zaczaé dostrzegaé przyklady wszedzie
wokot siebie!


https://deltami.edu.pl/2025/01/od-mnozenia-do-dodawania
https://projecteuclid.org/journals/statistical-science/volume-10/issue-4/A-Statistical-Derivation-of-the-Significant-Digit-Law/10.1214/ss/1177009869.full

