ciag arytmetyczny a; = ¢+ ip1ps ... px. Wiemy, ze dla
pewnych i oraz y zachodzi P(a;,y) = 0, a wiec réwniez
Q;(a;,y) = 0 dla pewnego j. Z drugiej strony:

Qj(ai,y) = Q;(t;,y) Z0 (mod p;),

wiec otrzymujemy sprzecznosc.

Stad wniosek, ze ktérys czynnik @); jest liniowy wzgledem y;

bez straty ogdélnosci niech bedzie to Q1. Mozemy zapisac
go w postaci A(x)y + B(z) dla pewnych wielomianéw
A, B. Jak wspomnielidmy, mozemy przyjaé, ze Q1(z,y) =0
ma nieskoriczenie wiele rozwiazan (z,y), zatem A(x) dzieli
B(z) dla nieskoriczenie wielu wartoéci z. Ale to oznacza,
ze A(z) dzieli B(x) jako wielomian (zeby to zauwazy¢,
mozna na przyklad podzieli¢ z reszta B(x) przez A(z)).
W konsekwencji R(x) = f% jest wielomianem

i ostatecznie P(z, R(x)) = Q1(z, R(x)) = 0. O

Czytelnik Uwazny spostrzeze, ze w tezie twierdzenia 4
wielomian R ma jedynie wspolczynniki wymierne, a nie
catkowite. Istotnie, na przyklad dla P(x,y) = 22 +x — 2y
dostaniemy R(z) = % Na koniec proponujemy wigc
zadanie ilustrujace, ze w pewnych sytuacjach mimo
wszystko R bedzie mial wspolczynniki catkowite.

Zadanie. Zalézmy, ze P, (Q sa dwoma wielomianami

o wspoélezynnikach catkowitych i o nastepujacej
wlasnosci: dla dowolnej liczby catkowitej n mozemy
znalez¢ taka liczbe catkowita m, ze P(n) = Q(m).
Udowodnij, ze wtedy istnieje wielomian R(x)

o wspoélezynnikach wymiernych spelniajacy tozsamosé
P(z) = Q(R(x)). Jedli ponadto wielomian Q(%) nie ma
wspotezynnikéow catkowitych dla zadnego k > 2, wykaz,
ze R(z) ma wspélczynniki calkowite.

Policjanci i ztodziej

W tym artykule zajmiemy si¢ nastepujacym zagadnieniem.

* Uczen, Colegiul National de Informatici
Tudor Vianu, Rumunia

A

Alexandru BENESCU*

Policjanci gonig zlodzieja w pewnej wiosce, ktorej uliczki tworzq tréjkat

réwnoboczny wraz z jego Srodkowymi (rys. 1). Maksymalna predkosé zlodzieja jest
Kk > 0 razy wieksza niz maksymalna predko$é policjantow. Zakladajgc, Ze wszyscy
stale sie widzq 1 ruch jest moZliwy jedynie wzdiuz uliczek, nalezy okreslié, czy

policjanci mogq schwytaé zlodzieja niezaleinie od ich poczgtkowego ustawienia.

Rozpocznijmy rozwigzanie od analizy kilku prostych przypadkéw. Oznaczmy

Rys. 1

liczbe policjantéw przez n. Zaltézmy, ze w wiosce znajduje sie tylko jeden
policjant, tj. n = 1. To banalny przypadek. Jesli x < 1 (tzn. zlodziej jest
wolniejszy od policjanta), policjant na pewno doscignie i schwyta zlodzieja.

Analogicznie, jesli k > 1, to ztodziej moze dowolnie dtugo ucieka¢ przed
policjantem, cho¢by biegajac w cyklu A - B — C' — A (rys. 1).

Sytuacja zmienia si¢ diametralnie (na korzy$é wymiaru sprawiedliwosci), gdy
A w poscigu bierze udzial trzech (lub wiecej) policjantéw. Udowodnimy, ze w tym

przypadku schwytaja oni ztodzieja niezaleznie od jego predkosci. Jedna ze
strategii, ktore do tego doprowadza, polega na jednoczesnym zajeciu punktéw
D, E i F (oznaczenia z rys. 1). W ten sposéb policjanci podziela cala wioske
na sze$¢ spdjnych czesci (sktadowych), jak pokazano na rysunku 2. W jednej
z tych czesci znajduje sie zlodziej. Na jej kraficach (podobnie jak kazdej innej
czedei) znajduja sie policjanci. Wystarczy, aby jeden z nich zaczal poruszaé sie
(w ramach tej czedci) w strone drugiego, a zlodziej zostanie zlapany.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek dwoch policjantow — ten jest bardziej

wymagajacy. Udowodnimy najpierw, ze dla x < 3 policjanci zawsze zlapig
zlodzieja. W tym celu jeden z policjantéw bedzie stale gonit rabusia — tego
policjanta nazwiemy gorniczym. Jego jedynym zadaniem jest uniemozliwienie
zlodziejowi przyczajenia sie na stale w jednym miejscu. Doktadniej rzecz
ujmujac, musi on zadbaé¢ o to, by ostatnio odwiedzony przez zlodzieja punkt
Srodkowy zmienial si¢ w czasie (punktami srodkowymi sa punkty D, E lub F).
Latwo si¢ przekonaé, ze aby to osiagnaé, wystarczy tylko jeden policjant.

A Drugi policjant, ktérego nazwiemy strozZem, ma bardziej subtelne zadanie.
Najpierw musi uda¢ sie do ,strézéwki” znajdujacej sie w punkcie S, ktory
dzieli odcinek EF w stosunku 1:2 (rys. 3). Kiedy juz tam dotrze, musi uwaznie

o

obserwowaé poczynania ztodzieja. Zadaniem tego policjanta jest odcinanie
drogi ucieczki ztodzieja, gdy tylko jest to mozliwe. Na przykitad, jesli ztodziej

wejdzie do ,,gbérnego naroza” E—A—F przez punkt F, stréz musi uniemozliwié

Rys. 3

6

mu ucieczke przez punkt F. Ma taka mozliwos$é, gdyz ST

EAIFIAF] =3 > k. Jest tez

pewien maly haczyk — w tym samym momencie, w ktérym zlodziej powréci do
punktu E, stréz musi ponownie znalezé sie w punkcie S. Jest to jednak mozliwe



Rys. 4

Zauwazmy, ze wbrew swojej nazwie
gonczy moze poruszaé si¢ dowolnie wolno.
Musi jednak cechowaé si¢ niemalg

wytrwatoscig.

B

Rys. 5. Czarny punkt przedstawia
zlodzieja, za$ biale punkty — policjantéw
(gorniczy jest oznaczony kétkiem)

C

A
F
B C
Rys. 6
A
F
B C
Rys. 7

do zrealizowania, wystarczy, ze str6z bedzie poruszal sie z predkoscia dokladnie
trzy razy mniejsza niz zlodziej (z zachowaniem odpowiedniego kierunku).

Oto pelna lista mozliwosci stroza w zakresie kontrolowania ruchu zlodzieja:

(a) jesli ztodziej wchodzi do E—A—F przez E, nie moze uciec przez F,

b) jesli ztodziej wchodzi do E—A—F przez F, nie moze uciec przez E,

c¢) jesli zlodziej wehodzi do D—B—F przez D, nie moze uciec przez F,

d) jesli ztodziej wchodzi do D—C—FE lub D—FE przez D, nie moze uciec
przez E.

Jak juz wiemy, gorniczy zmusza zlodzieja do przechodzenia miedzy punktami D,
E i F. Warunki (a)—(d) nakladaja powazne ograniczenia na kolejno$é, w jakiej
punkty te beda odwiedzane:

e tylko punkt D moze byé¢ odwiedzony bezposrednio po E lub F,
e tylko punkt F' moze byé¢ odwiedzony bezposrednio po D, i to jedynie przez
krawedz D—F.

Te ograniczenia sa zilustrowane na rysunku 4. Wynika stad, ze policjanci moga
zmusi¢ zlodzieja do biegania w cyklu D — F' — D! Ale jak moga go ostatecznie
schwytac¢? Wystarczy przekaza¢ gonczemu jeszcze jedna instrukcje: ma on
porusza¢ sie po bokach tréjkata DF B tylko zgodnie z ruchem wskazowek zegara.
Nie zmienia to jego zdolnoéci do utrzymywania ztodzieja w ruchu i zmuszania go
do zmiany punktéw srodkowych, ale w ten sposéb gonczy w koncu go dopadnie,
gdy ten zacznie juz poruszac sie w cyklu. To konczy uzasadnienie, ze w tym
przypadku policjanci maja strategie wygrywajaca.

Udowodnimy teraz, ze dla x > 3 to zlodziej jest na wygranej pozycji (przy
odpowiednim poczatkowym ustawieniu). Zasadniczo jego strategia polega na
rozpoczeciu w jednym z punktéow D, E| F i przechodzeniu do innego z tych
punktéw za kazdym razem, gdy zblizy sie do niego ktorys z policjantéw.
Sprébujmy opracowaé szczegdly tego podejscia.

Zatézmy, ze ztodziej zaczyna w wezle D. Bedzie tam czekat, dopdki jeden

z policjantéw (ponownie nazwijmy go gonczym) nie zblizy sie do niego na
odlegto$¢ mniejsza niz, powiedzmy, € = 0,2 (zakladamy |EF| = 1). Wtedy zlodziej
prébuje przejéé do E lub F'. Bez straty ogélnosci zatézmy, ze gonczy zbliza

sie do zlodzieja ze strony punktéow B lub F. Przyjmijmy, ze zlodziej pokonuje
odlegto$é |EF| w minute. Rozwazmy nastepujace przypadki:

(I)  Jedli drugi policjant uniemozliwia ztodziejowi bezposrednie przejscie do F,
to krawedz D—F jest pusta, a zatem zlodziej moze dotrze¢ do F w ciagu
minuty — czyli szybciej niz kazdy z policjantéw (rys. 5).

(IT) Jesli drugi policjant znajduje si¢ na krawedzi D—FE, to zlodziej moze
dotrze¢ do F' w ciagu dwéch minut, zanim dotrze tam ktérykolwiek
z policjantéw (rys. 6). Zauwazmy, ze jesli goniczy znajduje sie na
odcinku BD, to zlodziej moze dotrze¢ do F' w ciggu zaledwie jednej
minuty, ale nie ma to znaczenia dla naszej analizy.

(III) W pozostalych przypadkach zlodziej moze bezposrednio dotrzeé do E

w minute i do F' maksymalnie w 2 minuty. Zauwazmy, ze gonczy (ktéry
poczatkowo znajduje sie blisko D) potrzebuje wiecej niz 2 minuty, aby
dotrzeé¢ do dowolnego z tych punktow. Jesli zas chodzi o drugiego policjanta,
rysunek 7 przedstawia dwa zbiory — jasnoniebieski to zbiér punktéw,
z ktérych mozna dotrze¢ do E w minute, a jasnozielony to zbiér punktéw,
z ktérych mozna dotrzeé¢ do F' w 2 minuty. Jasno widaé, ze przy zalozeniu
Kk > 3 te dwa zbiory nie przecinaja sie. Zatem ztodziej moze wybraé jeden z
tych punktéw, majac pewnosé, ze dotrze tam przed drugim policjantem.

Oczywiscie, jesli ztodziej moze raz dokonaé¢ zmiany punktu srodkowego, to moze
tak robi¢ w nieskoniczonos$é. Mozemy wiec stwierdzié, ze zlodziej ma strategie
wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy n=1ix>1lubn =21k > 3. Rzecz
jasna, problem ten mozna uogdlni¢ na inne ksztalty wiosek, takie jak siatka 2 x 2
czy nawet siatka N x M. Zachecamy Czytelnika do przeanalizowania podobnych
strategii dla tych przypadkéw.
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