H08T = |0, XV%| = |gxVv%| odm

£.06 = | X, X D*%| eseio8ejrq eruszpiolmy
Loow eN *, X OV eyqlory Awrewkzijo

— ¥ nppund jo3om 09 0 X gV 1801y
AwpoiqO “eruepez puniem wAodklerujeds
wopyund 91zpdq X YMIN 9

To09 ew

ruru Azpdrw L1380 48y zeto |qg| = |DV]
DM ‘T g g yelory m 1zpoyoezad

o0gT 0 dr01qo od DIy esloar, ¢

1, A, X BUIOPO WaLpoIs

gsof | N pund odim ¢(;,08020®P) J, K, X
eyerfo1) Bmoxpols vIOIMEZ N\ J ©}SOIJ
“e)ey(01) 0807 Mmox0q Op a13o[ouUMOI 1Oq
aruparmodpo ewr oq ‘HGY eykslory op
Auqopod ysof g, X, x 1esloay, “eruepez z
mopund (06 O d1001q0 m AzeIqo
Awzoeuzo suemowrad Apund zozig “§
*2Aq opersnua

3eq zog wajoaqo pozid 0y ‘(g) Aujodsm
prund klewr ogsoxd £101z0 o1)SAzZSM
amoiIqo od oroyg ‘g Tty ®ysord m
1zpoyoezid *jy eisord njeipemy o3surp
BPOIS [O3OM 06 1B O 81001q0 O ¢
gy g ejsoad gsof

o1001qo WAl m [} [o9sord wezeiqo ddim
‘18nap m yotu z Azsmiatd ezpemoidozid
DGV nyeipemy eYpois [oqom 06 O
19190 "XYVE ' d AQV POoqofSe[oumor
(jookleyshzid) Awizemzoy g

¢ wopepAzad z [eumoiog T

uepez Op DIMOZEMSM

Obroty o pewne szczegdlne katy
Barttomiej BZDEGA

W kaciku nr 74 (AZ25) pisatem o symetrii srodkowej, ktéra jest tym samym co obrét

o kat 180° woké!t érodka symetrii. Tym razem bedzie o obrotach o katy 90° i 60°.
Ogodlna zasada stosowania obrotéw w rozwiazywaniu zadan jest nastepujaca: obracamy
pewna cze$¢ rysunku w taki sposéb, zeby ja dopasowaé w innym miejscu.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Dla $cistosci — wszystkie figury podajemy tu z kolejnoscia wierzchotkéw przeciwng do
ruchu wskazdéwek zegara i rowniez w tym kierunku wykonujemy obroty.

Przyklad 1. W kwadracie ABCD punkty P i Q leza, odpowiednio, na bokach BC
i CD, przy czym |XPAQ| = 45° (rys. 1). Udowodnié, ze |BP| + |DQ| = |PQ)|.

Rozwigzanie. Obréémy trojkat ABP wokdt punktu A o kat 90° — otrzymamy tréjkat
ADP' przystajacy do ABP. Zachodza réwnosci |xADQ| = |xADP’| = 90°, wiec
|P'Q| = |DP'| + |DQ| = |BP| + |DQ)|. Z drugiej strony |PQ| = |P'Q|, gdyz tréjkaty
APQ i AQP’ sa przystajace (bkb).

Obrét o 60° mozna wykorzysta¢ do weryfikacji, czy dany tréjkat jest rownoboczny.
Trojkat XY Z jest réwnoboczny wtedy i tylko wtedy, gdy ktorys z punktow X, Y,
Z jest obrazem drugiego w obrocie o 60° wzgledem trzeciego. Mozna sformutowaé
analogiczng zasade dla réwnoramiennosci tréjkata prostokatnego, a nawet dowolnego.

P’ D Q c
A
E
P
D
A B B C
Rys. 1 Rys. 2

Jeszcze jedna wskazdéwka ogdlna. Jedli w danej konfiguracji geometrycznej znajduja
sie dwie przystajace figury, to zawsze warto sprawdzié, co nam daje izometria (na
przyklad obrét) przeksztatcajaca jedna z nich w druga.

Przyklad 2. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym trojkaty ABC' i CDE
sg réwnoboczne. Punkty M i N sa srodkami przekatnych, odpowiednio, AD i BE
(rys. 2). Wykazaé, ze tréjkat CM N jest réwnoboczny.

Rozwigzanie. Tréjkaty ACD i BCE sa przystajace (bkb), pierwszy z nich jest obrazem
drugiego w obrocie o 60° wokét punktu C. Ten sam obrét przeksztatca punkt N
w punkt M, wiec tréjkat CM N jest réwnoboczny.

Zadania

1. Na bokach tréjkata ABC zbudowano kwadraty BPQC i CRSA. Punkty K i L
sa Srodkami odcinkéw, odpowiednio, BR i AQ. Wykazaé, ze trojkat CKL jest
prostokatny réwnoramienny.

2. Czescia wspdlna kwadratéw ABCD i APQR jest punkt A. Punkt M jest $rodkiem
odcinka DP. Udowodnié, ze AM | BR.

3. W kwadracie A1 A2A3A4 znajduje sie¢ punkt P. Prosta ¢; przechodzi przez punkt A;
i jest prostopadta do A;+1 P dla i =1,2,3,4 (przyjmujemy As = A1). Udowodnié, ze
proste £1, {2, €3, €4 przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

4. W tréjkacie ABC dana jest $rodkowa CM i wysoko$é C'D. Przez dowolny punkt P
poprowadzono proste prostopadte do AC, BC'i MC, ktére przecinaja prosta C'D
w punktach, odpowiednio, X, Y, N. Udowodnié, ze punkt NN jest $rodkiem
odcinka XY.

5. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Symetralne odcinkéw AB i C'D przecinaja
sie w punkcie P, przy czym |XAPB| = |xCPD| = 120°. Udowodnié, ze $rodki
odcinkéw AB, BC, CD wyznaczaja tréjkat rownoboczny.

6. Udowodnié, ze wewnatrz tréjkata réownobocznego ABC wszystkie punkty X
spetniajace réwnosé |AX|? + |BX|?> = |CX|? leza na jednym okregu.
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