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Pierwsza wersja przeszukiwania w glab
zostata wykorzystana w XIX wieku przez
francuskiego matematyka Charlesa
Pierre’a Trémaux jako strategia
rozwigzywania labiryntéw, jak ten
ponizej. Komoérki siatki mozna
interpretowaé jako wierzchotki grafu.
Krawedzie w grafie reprezentuja wtedy
mozliwo$é ruchu, wiec taczymy
wierzchotki wtedy i tylko wtedy, gdy
komérki reprezentowane przez te
wierzcholki sgsiaduja ze soba bokiem.
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Teraz przeksztalémy lewa strone:

< Z x"2)2 = (~-~+m(_1)2 + 2% 4 —|—...)2 = 1+Zr2(k)xk.
n=—o00 k=1

Zatem udowodniliSmy, ze
LY (k)2 =14 (4dy (k) — 4ds (k)"
k=1 k=1

co konczy dowdd twierdzenia Jacobiego. O

Paul Erdés, jeden z najwybitniejszych matematykéw XX wieku, czesto méwil

o Ksiedze, w ktorej Bog mialby przechowywaé¢ idealne dowody twierdzen
matematycznych. Powszechnie znane jest jego powiedzenie: ,Nie musisz wierzy¢
w Boga, ale jako matematyk powiniene$ wierzy¢ w Ksiege”. Jesli taka Ksiega
naprawde istnieje, wierze, ze powyzsze dowody, bedace doskonalym przyktadem
glebokich powiazan miedzy réznymi obszarami matematyki, z pewnoscia
zashuzylyby na szczegdlne w niej miejsce.

Gdzie tu jest graf? Sylwia SAPKOWSKA*

Algorytmy przeszukiwania graféw pojawiaja si¢ wszedzie. Bez nich nie
dziatalaby Twoja ulubiona wyszukiwarka internetowa, a swoje ,$ciezki w grafie”
prawdopodobnie optymalizujesz podéwiadomie, na przyklad planujac swéj dzien.
Potaczenia miedzy Toba, Twoimi przyjaciélmi i rodzing réwniez tworza graf,
ktéry goraczkowo przeszukujemy podczas spotkan towarzyskich.

Skoro algorytmy przeszukiwania graféw maja wiele zastosowan w codziennym
zyciu, nie powinno nas dziwié¢, ze wiele zadan olimpijskich z matematyki mozna
rowniez rozwiazac, wykorzystujac te idee.

Przeszukiwanie w glab

Zanim przejdziemy dalej, oméwmy najprostszy algorytm przeszukiwania graféw
— przeszukiwanie w glab, w skrécie DFS (depth first search).

Mozemy o nim mysle¢ jak o ,spacerze” po grafie. Podczas wykonywania
algorytmu przechowujemy informacje o tym, czy dany wierzchotek zostat
juz odwiedzony. Zaczynamy od wybrania wierzchotka poczatkowego. Kiedy
w trakcie wykonywania algorytmu znajdziemy si¢ w jakims wierzchotku v,
wykonujemy nastepujace instrukcje:

1. Oznacz wierzchotek v jako odwiedzony.

2. Dla kazdego sasiedniego wierzchotka u aktualnego wierzchotka v, jesli u nie
zostal jeszcze odwiedzony — rekurencyjnie wykonaj te procedure dla wu.

3. Po zbadaniu wszystkich sasiednich wierzchotkéw v wréé do poprzedniego
wierzchotka — tego, z ktérego przyszlisSmy do v.

O algorytmie DFS mozna mysle¢ analogicznie do zwiedzania. Wyobraz sobie,
ze jested turysta w tetniacym zyciem miedcie, trzymasz w rekach mape i cheesz
zobaczy¢ kazda ukryta peretke, jaka to miasto ma do zaoferowania. Zaczynasz
od znanego muzeum, chtonac sztuke i historie, po czym rozgladasz sie za
kolejnym, jeszcze nieodwiedzonym miejscem. Jesli znajdziesz nowa kawiarnie,
urokliwa alejke lub inny zabytek, udajesz sie tam, cieszac sie nowymi widokami
i dodajac je do swojej ,listy odwiedzonych miejsc”. Gdy dojdziesz do punktu,

w ktérym wszystko w okolicy zostalo zwiedzone, czas wrécié¢ — cofnac sie do
ostatniego miejsca, ktore mialo jeszcze niezbadane Sciezki. Stamtad kontynuujesz
przygode, odkrywajac nowe ciekawostki i poruszajac sie naprzéd, az w petni
zwiedzisz wszystkie mozliwe miejsca. Ta metoda zwiedzania zapewnia, ze nie
ominiesz zadnej lokalizacji. W koricu odwiedzisz cate miasto, nie pozostawiajac
zadnego zabytku nieodkrytym ani zadnego zakatka niezbadanym! W przypadku
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Na rysunku po lewej stonie mamy graf

z 8 wierzchotkami. Zalézmy, ze
rozpoczynamy DFS w wierzchotku 1.
Jedna z mozliwych tras moze wygladac
nastepujgco: 1 -2 -3 =2 =1 =4 —
5—26—-7—-6—-5—-8—=5—4—1.
Zauwazmy, ze gdyby istniala krawedz
miedzy 3 a 4, to w tym przyktadzie
przeszliby$Smy z 3 do 4, zamiast wrécié
do 2. Krawedzie, przez ktore
przechodziliSmy do jeszcze
nieodwiedzonego wierzchotka, tworza
drzewo rozpinajace (te krawedzie sg
zaznaczone na czerwono na rysunku po
lewej stronie). Rysunek po prawej stronie
przedstawia ten sam graf z zaznaczonym
ukorzenionym drzewem rozpinajacym.
Wszystkie dodatkowe krawedzie —
nieuzywane podczas przeszukiwania grafu
— to krawedzie wsteczne.

grafu spdjnego dzieje sie dokladnie to samo — po wykonaniu DFS stanie sie¢ on
calkowicie zwiedzony”. Latwo zauwazy¢, ze w czasie wykonywania algorytmu
kazdy wierzcholek ma trzy mozliwe stany — albo nieodwiedzony (jeszcze
nieosiagniety przez DFS), odwiedzony (osiagniety, ale nadal badany), albo
calkowicie zbadany (wszyscy jego sasiedzi zostali zbadani).

Powrdét do zadan

Korzystajac z algorytmu DFS, mozemy podzieli¢ krawedzie grafu na
krawedzie drzewowe, zwane réwniez krawedziami rozpinajacymi (te, ktére
sa przechodzone podczas ,spaceru”, tworzac ukorzenione drzewo rozpinajace)
oraz krawedzie wsteczne (pozostale krawedzie, ktére zamykaja cykle).
Pomocne jest myslenie o krawedziach drzewowych jako skierowanych w dét,

a o krawedziach wstecznych jako skierowanych w gore. Dlaczego takie podejscie
do analizy grafu jest pomocne? Aby to zobaczy¢, udowodnijmy najwazniejsza
wlasnosé dotyczaca przeszukiwania grafu algorytmem DFS. Zalézmy, ze mamy
spojny graf G i wykonujemy DFS, zaczynajac od dowolnego wierzchotka r.

Naszym celem jest pokazanie, ze dla kazdej krawedzi (u, v) wierzcholek v jest albo
przodkiem, albo potomkiem v w drzewie DFS — co oznacza, ze v albo lezy na
$ciezce od u do korzenia r, albo znajduje sie w poddrzewie u. Dlaczego tak jest?
Zalézmy, ze istnieje krawedZ (u, v) i bez utraty ogdlnosci przeszukiwanie w glab
dotarto do u, podczas gdy v jest jeszcze nieodwiedzony. Wtedy:

o Jesli DFS przejdzie z v do v, uzywajac (u,v), to (u,v) jest krawedzia
drzewows.

« Jedli przeszukiwanie nie przejdzie do v z u, uzywajac krawedzi (u,v), to v
musialo zostaé juz odwiedzone, gdy ta krawedz byla rozwazana. Mogto to sie
zdarzy¢ jedynie wtedy, gdy v zostalo osiggniete i zbadane wczesniej, podczas
przeszukiwania jakiej$ innej gatezi wychodzacej z u.

W obu przypadkach v jest potomkiem u w drzewie DF'S.

Kluczowa zaleta drzewa DF'S jest to, ze upraszcza ono analize grafu. Zamiast
zajmowad sie wszystkimi rodzajami krawedzi, mozemy skupié¢ sie na strukturze
drzewa z kilkoma dodatkowymi krawedziami laczacymi przodkéw z potomkami.
Dzieki temu graf staje sie znacznie tatwiejszy do analizy.

Rozwazmy nastepujace zadanie:

Zadanie: Niech G bedzie spojnym, nieskierowanym grafem. Udowodnij, ze
krawedzie G mozna skierowa¢ w taki sposob, aby wynikowy graf byt silnie

spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy G nie ma mostéw, tzn. krawedzi, ktérych

usuniecie rozspéjnia graf.

Rozwiazanie: Jesli G ma most (u,v), skierowanie tej krawedzi od u do v (bez
straty ogélnosci) oznacza, Ze nie istnieje Sciezka z v do u. Skupmy sie wiec teraz
na drugiej implikacji.

Zalézmy, ze G nie ma mostéw. Wykonajmy DFS na grafie, zaczynajac od
dowolnego wierzchotka r. W wyniku tego algorytmu dostajemy ukorzenione
drzewo rozpinajace (wykorzystujace krawedzie drzewowe) oraz dodatkowe
krawedzie wsteczne. Skierujmy krawedzie drzewowe w dét (od korzenia),

a krawedzie wsteczne w gére (w kierunku korzenia). Aby udowodnié, ze taki
graf jest silnie spdjny, wystarczy pokazac, ze istnieje Sciezka skierowana od r
do kazdego wierzchotka oraz symetrycznie, ze istnieje Sciezka od kazdego
wierzchotka do r. Pierwsza czeé¢ jest latwa — istnieje Sciezka wykorzystujaca
wylacznie skierowane krawedzie drzewowe od r do kazdego wierzchotka
(poniewaz DFS odwiedzil kazdy wierzchotek).

Zdefiniujmy glebokosé¢ wierzchotka v jako liczbe krawedzi drzewowych od
korzenia r do v. Rozpatrzmy jaki$ wierzchotek a rézny od korzenia. Oczywiscie
w drzewie DFS istnieje krawedz (b, a) laczaca a z jego rodzicem b. Poniewaz graf
nie ma mostéw, wiec dla krawedzi drzewowej (b, @) musi istnieé¢ jaka$ krawedz
wsteczna (d, ¢) taczaca pewien wierzchotek d z poddrzewa a (byé moze d = a)
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z jakim$ przodkiem ¢ wierzchotka b (by¢ moze ¢ = b), bo gdyby taka nie istniala,
krawedz (b, a) bylaby mostem. Aby znalezé $ciezke od a do korzenia, poruszamy
sie z a do d za pomoca krawedzi drzewowych. Nastepnie przechodzimy krawedzia
wsteczng z d do c. Poniewaz glebokosé ¢ jest mniejsza niz a, mozemy powtarzac
ten proces, az dotrzemy do korzenia.

Zadanie (LXVII Olimpiada Matematyczna, etap drugi):

Dany jest spéjny, nieskierowany graf z parzysta liczba krawedzi. Udowodnij,

ze jego krawedzie mozna potaczyé w pary w taki sposéb, ze kazda para jest
polaczona ze soba dokladnie jednym wierzchotkiem (innymi stowy — takie pary
tworzg $ciezke dtugosci dwa).

Rozwigzanie: Wykonajmy algorytm DFS na grafie, zaczynajac od dowolnego
wierzchotka r, i ponownie zdefiniujmy gtebokosé wierzchotka v jako liczbe
krawedzi drzewowych od korzenia r do v. Przedstawimy kolejny algorytm
przetwarzania wierzchotkéw. Po polaczeniu w pare dwoch krawedzi mozemy je
usung¢. Na poczatku wszystkie wierzchotki sa oznaczone jako nieprzetworzone:

o Wybierz nieprzetworzony wierzcholek v o najwiekszej glebokosci, ktéry nie
jest korzeniem.

e Spéjrz na krawedzie wychodzace z v, ktore nie zostaly jeszcze usuniete. Sa
trzy typy takich krawedzi:
— krawedzie wsteczne laczace v z jego przodkami,
— krawedzie drzewowe laczace v z jego dzieémi,
— jedna krawedz taczaca v z jego rodzicem przez krawedz drzewowaq.
Jesdli liczba nieusunietych krawedzi jest parzysta, laczymy je w pary dowolnie
i usuwamy wszystkie. W przeciwnym razie laczymy je w pary tak, aby
pozostala tylko krawedz z v do jego rodzica.

e Oznacz v jako przetworzony.

Pozostaje jeszcze polaczy¢ w pary krawedzie wychodzace z r. Istnieje tylko jeden
typ takich krawedzi — dzieci. Na poczatku graf mial parzysta liczbe krawedzi,

a kazda usunieta para skladala sie z parzystej liczby krawedzi (dokladnie
dwéch). Zatem r ma parzysta liczbe dzieci i mozemy je dowolnie polaczyé

W pary.

Teraz nalezy powiedzieé¢ kilka stéw o poprawnosci tej konstrukcji. Podczas
rozwazania wierzchotka v wierzchotki w jego poddrzewie sa juz przetworzone.
Poniewaz w jednym kroku algorytmu usuwamy wszystkie dzieci wierzchotka,
wiec jedyne pozostale krawedzie w poddrzewie v przed rozpoczeciem laczenia
w pary musza by¢ dokladnie jego dzie¢mi i na pewno zostana polaczone w pary
podczas przetwarzania v.

O specjalnym wierzcholtku w drzewach

Kazdy wie, czym sa drzewa. Rosna w parkach (jakos odwrécone — dlaczego
korzen jest na dole?) i na ogdl sa w kazdym kierunku symetryczne — rzadko
zdarza sie, by jedna galaz miala widocznie wigcej lisci i gatazek niz inne. Czy
tak samo jest w przypadku drzew grafowych? Okazuje sie, ze tak. Bardziej
formalnie, wykazemy, ze w kazdym drzewie z n wierzcholkami istnieje taki
wierzchotek v, ze jesli ukorzenimy nasze drzewo w v, to kazde jego poddrzewo
bedzie miato rozmiar co najwyzej |5 |. Kazdy taki wierzchotek nazywamy
centroidem lub $rodkiem drzewa.

Postaramy sie znalezé taki wierzchotek w sposéb rekurencyjny. Przypuéémy, ze
ukorzeniliSmy nasze drzewo w pewnym wierzchotku r. Jesli poddrzewa r maja
rozmiar co najwyzej |5 |, to mamy szczedcie, poniewaz znalezli$émy wierzchotek
o zadanej wlasnosci. W przeciwnym razie musi istnie¢ taki wierzchotek w
bedacy dzieckiem r, ktérego poddrzewo ma rozmiar wigkszy niz [ 5 |. Co wigcej,
taki wierzchotek musi by¢ doktadnie jeden — gdyby istnialy co najmniej dwa
poddrzewa o rozmiarach si, sz > |5 ], to mieliby$my:

n>sl+32+1>2(gJ+1)+1>n,
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wiec rozmiar tych dwoch poddrzew wraz z korzeniem r przekroczylby rozmiar

catego drzewa! Analogicznie mozemy wykazaé, ze jesli poddrzewo w ma rozmiar

wigkszy niz | %], to po ukorzenieniu drzewa w wierzchotku w poddrzewo r bedzie
. . . . in

mialo rozmiar co najwyzej |3 ].

W zwiazku z tym mozemy przejrzeé wszystkie sasiednie wierzcholtki r,

a poniewaz w jest jedyny — rekurencyjnie sprawdzié, czy w jest dobrym
kandydatem na centroid. Taki algorytm jest skonczony, gdyz w kazdym kroku
rozmiar najwigkszego poddrzewa wierzchotka v sie zmniejsza.

Zauwazmy, ze centroid nie musi by¢ koniecznie jedyny. Na przyktad w grafie
skladajacym si¢ z dwoch wierzchotkow potaczonych krawedzia oba wierzchotki
sg centroidami — kazdy z nich ma jedno poddrzewo o rozmiarze 1 = % 7 tego
przyktadu mozemy wywnioskowaé, ze drzewo ma dwa centroidy wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje krawedz, ktorej usuniecie dzieli drzewo na dwa mniejsze

n

drzewa, kazde o doktadnie § wierzchotkach (dow6d pozostawiamy jako tatwe
¢wiczenie).

Zadanie: Zalézmy, ze w pewnym kraju, w ktérym bedzie odbywal sie obéz
MBL, mamy n miast potaczonych n — 1 drogami tworzacymi drzewo. Twoim
zadaniem, jako organizatora obozu, jest efektywne zakwaterowanie uczestnikow.
Przyjeto dokladnie 2k 0séb z réznych miast vy, ..., vog. Podczas obozu uczestnicy
utworza pary (zespoly dwdch przyjaciél). Parowanie nie zostalo jeszcze ustalone.
Kazda para bedzie potrzebowala zakwaterowania. W kazdym miescie znajduje
sie dokladnie jeden hotel. Uczestnicy z tej samej pary powinni zosta¢ w tym
samym hotelu (moga by¢ w nim takze inne pary). Warunek, ktéry musi zostaé
spelniony, jest nastepujacy: jesli osoby z miast u i w tworza pare, ich hotel musi
znajdowaé sie w miescie na najkrétszej Sciezce taczacej u i w (moze to byé u
lub w). Poniewaz wynajecie wielu hoteli w réznych miastach byloby wyzwaniem
organizacyjnym, polacz w pary uczestnikow tak, aby zminimalizowaé liczbe
hoteli i spelni¢ powyzszy warunek.

Szkic rozwigzania: W tym zadaniu mamy dane drzewo z 2k specjalnymi
wierzchotkami W = {vy, ..., va; }. Przypiszmy wage kazdemu wierzchotkowi: ¢, = 1,
jesli v € W, oraz 0 w przeciwnym razie. Jesli znajdziemy taki wierzchotek v, ze
w kazdym poddrzewie powstalym przez usuniecie v jest co najwyzej k specjalnych
wierzchotkow, to problem jest rozwiazany. Dlaczego? Poniewaz wowczas mozemy
zachtannie taczyé w pary wierzchotki z réznych poddrzew powstatych przez
usuniecie v z najwieksza liczbg specjalnych punktéw, a Sciezki miedzy nimi zawsze
beda przechodzily przez v. Pozostaje pytanie — jak znalez¢ taki wierzchotek v?
Definicja v przypomina definicje centroidu — zamiast oblicza¢ rozmiar poddrzewa,
bedziemy obliczaé¢ sume wag w poddrzewie. Wéowczas algorytm znajdowania
centroidu znajdzie rowniez nasz wierzchotek v. W zwiazku z tym dochodzimy do
wniosku, ze zawsze wystarczy wynajaé jeden hotel.

Kolejne zadanie, tym razem pozostawione jako ¢wiczenie dla Czytelnika:

Zadanie (na podstawie zadania z drugiego etapu XXX Olimpiady
Informatycznej): Antek i Marysia graja w gre na drzewie. Poczatkowo
wszystkie wierzchotki sg biale, z wyjatkiem jednego wierzchotka x, ktéry jest
czerwony (nalezy do Antka), oraz innego wierzchotka y, ktéry jest niebieski
(nalezy do Marysi). Kazdy z graczy na zmiane wybiera dowolny wierzcholek u
w swoim kolorze i koloruje sasiedni bialy wierzchotek v na swdéj kolor. Gracz,
ktéry nie moze wykonaé ruchu, przegrywa gre. Okresl, kto ma strategie
wygrywajaca w zaleznosci od poczatkowych pozycji z i y Antka i Marysi.

Podsumowanie

Jak moglismy zobaczy¢, istnieje wiele zastosowan algorytmu DF'S i centroidow
w problemach olimpijskich z matematyki. Jednak DFS to znacznie wiecej —
uzywamy algorytméw przeszukiwania grafu niemal nieustannie, nawet nie zdajac
sobie z tego sprawy! Nastepnym razem, gdy bedziesz rozwiazywaé¢ sudoku lub
spieszy¢ sie do szkoly czy pracy, pamietaj, ze w rzeczywistosci rekurencyjnie
podazasz jakas Sciezka w grafie, majac nadzieje, ze znajdziesz te wladciwa.
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