Zbiér Cantora przed Cantorem Jarostaw GORNICKI*

* Kontakt: gornicki59@gmail.com

Henry J. S. Smith (1826-1883),
matematyk irlandzki, od 1860 roku
zajmowal stanowisko Savilian Professor
of Geometry w Oksfordzie

Georg F. L. P. Cantor (1845-1918),
matematyk niemiecki, profesor
Uniwersytetu w Halle, twérca teorii
mnogosci

Zbiory, ktore przedstawimy w niniejszym artykule, sg jednymi z najbardziej
niezwyktych. Pojawiaja si¢ w wielu fragmentach wspdlczesnej matematyki.
Dzigki nim lepiej rozumiemy skomplikowang strukture zbioru liczb rzeczywistych
oraz plaszczyzny euklidesowej. Nie mozna wykluczyé, ze zbiory te wciaz
skrywaja wlasnoéci, ktore czekaja na swoich odkrywcéw.

W 1875 roku irlandzki matematyk Henry Smith w pracy [1] wykazal, ze
ograniczona funkcja rzeczywista bedzie calkowalna w sensie Riemanna ,[nawet,
gdy jej punkty nieciaglosci] beda istnie¢ w nieskoriczonej liczbie w skoniczonym
przedziale bez wypelnienia jakiejkolwiek czesci tego przedziatu”. Ten opis moze
nam si¢ wydaé¢ odrobine dziwny, ale prosze zauwazy¢, ze powstal on w czasach,
gdy nie istniata ani teoria mnogosci, ani topologia, ani teoria miary, jakie znamy
dzisiaj. Mimo to jest on zadziwiajaco zgodny z dzisiejszym stanem wiedzy, ktéry
podsumowuje ponizszy wynik.

Twierdzenie 1. Funkcja ograniczona w przedziale domknietym f: A - R, A CR,
jest catkowalna w sensie Riemanna w tym przedziale wtedy i tylko witedy, gdy
zbior jej punktow niecigglosci ma miare Lebesgue’a réowng zero.

Trafnos¢ sformutowania Smitha jeszcze lepiej wida¢, gdy spojrzymy na podane
przez niego przyktady zbioru punktéw, ktére ,moga istnie¢ w nieskonczonej
liczbie w skonczonym przedziale bez wypelnienia jakiejkolwiek czesci tego
przedziatu”.

Przyktad 1 (Smith, 1875). Niech m bedzie dowolna liczba calkowita wigksza
od 2. Podzielmy przedzial [0, 1] na m réwnych przedzialéw i usuiimy ostatni
segment (,segment” to taki przedzial, ze to, co zostaje po jego usunieciu, jest
zbiorem domknietym). Kazdy z pozostalych m — 1 przedzialéw podzielmy na
m réwnych przedzialéw i usuriimy ostatni segment z kazdego z nich (rys. 1).
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Rys. 1. Pierwsze etapy konstrukcji Smitha dla m = 3

Jezeli ta operacja bedzie kontynuowana w nieskoniczono$é, to otrzymamy
domknigty zbiér S o nieskonczonej liczbie punktow, ktéry nie wypelnia
jakiejkolwiek czesci przedziatu [0, 1]. Laczna dlugosé przedziatéw, jakie pozostaja
po k-tym kroku konstrukcji, jest réwna (mT_l)k i dazy do 0, gdy k — oo.
Jednoczes$nie po k krokach konstrukeji dlugosé usunietych przedzialow jest

m—1

rowna 1 — (T)k idazy do 1, gdy k — oco. Zbiér S nazywamy zbiorem Smitha.

Opisana konstrukcja Smitha to jeden z najwczesniejszych opublikowanych
przyktadéw zbioru fraktalnego (samopodobnego) utworzonego rekurencyjnie!

Przejdzmy do oméwienia tytutowego zbioru Cantora. W latach 1879-1884
matematyk niemiecki Georg Cantor badal topologiczne wlasnosci podzbioréw
zbioru liczb rzeczywistych. W pracy [2], bez wskazania motywacji, podat
przyktad zbioru doskonalego i nigdziegestego (to dla purystéw, bo dalszy tekst
nie wymaga znajomosci tych pojed).

Przykltad 2 (Cantor, 1883). Zbiér liczb postaci

oo

C = {xeR:x:Z;, gdzie ¢; € {0,2}},
i=1

nazywamy zbiorem Cantora.

Zbiér Cantora tworza zatem te liczby z przedziatu [0, 1], ktére mozna zapisaé
w systemie tréjkowym w postaci nieskonczonego rozwiniecia przy uzyciu tylko
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Myslimy tutaj o przypisaniu do liczby
(0,c1¢2¢3 . .. )3 granicy ciaggu punktéw
przypisanych do liczb (0,¢1)3, (0,c1¢2)3,
(0,c1c2ce3)3 itd., gdzie ¢; € {0,2}. W ten
sposéb wykorzystujemy fakt, ze zbiér C
jest domknigty (jako zbiér doskonaly).

Warto tutaj zaznaczyé, ze nieznacznie
modyfikujac te konstrukcje, mozemy
otrzymadé zbiér o ,dtugosci” dodatniej:
mogliby$my na przyklad w n-tym etapie
konstrukcji zabieraé ze srodka kazdego

z aktualnych odcinkéw 1/4™ jego diugosci.

Otrzymany w ten sposéb tzw. tlusty
zbior Cantora réwniez ,nie wypelnia
jakiejkolwiek czesci przedziatu”, nie
spelnia jednak warunkéw Twierdzenia 1.

Podobnie do zbioru Cantora nalezy
oo

T = Z %, gdzie cyfra 2 wystepuje na
i=1
miejscach ¢! po przecinku.

cyfr 0 lub 2. Nalezy przy tym pamietac¢, ze np. % e€C, bo % = (0,0222...)3, a nie
tylko § = (0,1)s.

Zauwazmy teraz, ze w rozwinieciu = (0,c1c2¢3 ... )3,
jezeli ¢y =0, to x € [0, %],

jezelic; =2,tox € [%, 1],

jezelicp =01 ¢ =0, to x € [0, §],
jezelic; =0ico =2, tox € [2,1],
jezelicy =21ie =0, toz € [2, 1],
jezeli ¢cp =21 ¢ =2, to x € [§,1] itd.

Poniewaz prawdziwe sa réwniez implikacje odwrotne, wiec zbiér Cantora
mozemy opisaé geometrycznie: podzielmy przedzial [0, 1] na trzy réwne
przedzialy i usunmy otwarty przedzial srodkowy. Kazdy z pozostatych
przedzialéw podzielmy na trzy réwne przedzialy i z kazdego takiego podziatu
usunmy otwarty przedzial sSrodkowy. Jezeli ta operacja bedzie kontynuowana
w nieskoniczonosé, to otrzymamy w przedziale [0, 1] domkniety zbiér C (rys. 2).

Co

C1

Ca

c JR— JR— JR— JR— JR— J——

3 Lanamen | Lanamen | Lanamen | Lanamen | Lanamen | Lunaman |

C ol - - - - - bl bl ot
4 ™1 =1 =1 =1 =1 =1 ™ &1 ™

Rys. 2. Pierwsze etapy geometrycznej konstrukcji zbioru Cantora

Podobnie jak w przykladzie 1, ,dlugosé” (w dzisiejszym jezyku:
Cantora jest réwna 0.

miara) zbioru

Poréwnujac geometryczne konstrukcje zbioru Smitha (dla m = 3) i zbioru Cantora,

stwierdzamy, ze
o0

— . J— Sl
s={eeria-} 3
i=1
Przy prébie rysowania przyblizen zbioru Cantora widzimy jedynie wymierne
konce wybranych przedziatow, ktérych jest przeliczalnie wiele. Czy w zbiorze
Cantora sa inne liczby? Pokazemy (dwoma sposobami), ze i € C, cho¢ nie jest
konicem jakiegokolwiek przedzialu z konstrukeji zbioru Cantora.

gdzie siE{O,l}} i2-8§=C¢C.

Sposéb 1. Punkty xq = %, Ty = % — %, T3 = % — % + % itd. sa koncami

przedzialéw w konstrukeji zbioru Cantora, wiec naleza do zbioru C. Jednoczesnie

(%) - (%)2 + (%)3 — = i, wiec i € C, bo zbidér C jest domkniety.
Sposéb 2. Z definicji zbioru Cantora = = (0,020202...)s € C. Poniewaz
x_3+3+3+ —i2+ 3-1-3-1- —1(2—1-;10)
32 3 36 R 323 )9 ’

Twérca teorii mnogosci wiedzial, ze zbiér M wszystkich nieskonczonych ciagow
utworzonych z 0 lub 1 jest nieprzeliczalny, to znaczy nie da sie utworzy¢ ciagu
zlozonego z wszystkich jego elementdw.

Uzasadnienie jest latwe. Zalézmy, ze wszystkie elementy zbioru M (bedace
ciagami) zostaly ponumerowane liczbami naturalnymi (zostaly ustawione

w ciag): My = {m}}2,, My = {m?}2,, ... Tworzymy nowy ciag T = {t;}°,
ktéry na i-tym miejscu rézni sie od ciagu M;, przyjmujac, ze jesli m! = 0, to

ti =1, ajedli mi =1, to t; = 0. Wtedy ciag T nalezy do M (bo zbudowany jest
z01lub 1) i T # M; dla kazdego i = 1,2,... Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze
wszystkie elementy zbioru M zostaly ponumerowane liczbami naturalnymi, wiec
M jest zbiorem nieprzeliczalnym.

7 poczynionych obserwacji wynikaja nastepujace stwierdzenia.
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Twierdzenie 2:

(1) Zbior Smitha ma tyle samo elementéw co zbior
Cantora (réwnoliczno$é ustala funkeja mnozenia

przez 2, czyli

S> (0,515283 Ce )3 — (0,610263 Ce )3 < C,
gdzie s; € {0,1} i ¢; = 2s; dla kazdego i = 1,2,...);
(2) Zbiér Smitha (zbidr Cantora) jest nieprzeliczalny.

Stwierdzenie (2) mozemy wzmocnié, wykazujac, ze

przeksztalcenie e
(&5
F((O0ereacs .. )s) = 5 ; =3

odwzorowuje w sposob ciggly zbiér Cantora C na przedzial
[0,1]. Wynika sted, ze zbidr C ma nie mniej elementdw
niz jego obraz f(C) = [0,1]. Poniewaz C C [0,1], wiec

gdzie ¢; € {0,2},

w calym przedziale [0, 1], i na dodatek wszystkie one
mieszczg sie na ,odcinku” zerowej dhugoéci! Doprawdy
niewiarygodne, jak matematyka potrafi zaskoczy¢ nasza
intuicje i poruszy¢ wyobraznie.

Jakby tego bylo malo, okazuje sie, ze ten ,maly” zbiér
moze tworzy¢ zaskakujaco duze zbiory, na przyktad

C+C={z+y:z,yeC}=10,2].

Uzasadnienie jest nastepujace. Poniewaz C C [0, 1],
wiec oczywiscie C + C C [0,2]. Aby wykazaé zawieranie
przeciwne, ustalmy liczbe t € [0, 2]. Musimy wskazaé
dwie liczby b,d € C takie, ze b+ d = t. Zauwazmy, ze jesli
Cr=1[0,4]U[2,1], to {z+y:z,y € C1} = [0,2]. Powody
wyjasnia rysunek 3 (to jedna z mozliwych realizacji).

zbior Cantora ma tyle samo elementéw co przedzial [0, 1]. ‘ L E+a 1+ A 24+B 1+ B
. L . . ! ! ! ’ : !
Zatem wigkszosci liczb ze zbioru Cantora (zbioru 0 A i 2 B 1 5 3 2

Smitha) nie widzimy (!), choé¢ jest ich tak duzo jak

W przestrzeni euklidesowej R zbiér A jest
zwarty, gdy z kazdego ciagu punktéw
zbioru A mozna wybraé¢ podciag zbiezny
do elementu zbioru A (lub réwnowaznie,
gdy zbiér A jest domkniety

i ograniczony).

Wymiar fraktalny Hausdorffa zbioru
Cantora jest réwny

dimy (C) = }%; ~ 0,63 <1,

a dimg ([0,1]) = 1. Czym sg wigc zbiory
o wymiarze dodatnim, ale mniejszym od
jednoéci? Czy zbiér Cantora (Smitha) to
jeszcze linia?

Rys. 3. Pierwsze etapy geometrycznej konstrukcji zbioru Cantora

Zatem istnieja liczby by, d; € C1 takie, ze by + di = t. Analogicznie, jesli
Co=1[0,5]U[2,3]U[2,T]1U[3,1], to {z +y:x,y € Co} = [0,2]. Istnieja wiec
liczby by, ds € C5 takie, ze by + dy = t. Kontynuujac to postepowanie, mozemy
dla kazdego i znalez¢ liczby b;,d; € C; takie, ze b; + d; = t. Oczywiscie ciagi
{b:}32,,{d;}$2, zawieraja sie w C, wiec korzystajac ze zwartosci zbioru C,
mozemy uzasadnié istnienie podciagéw {b;, }22,, {di, } 7> ,, ktére sa zbiezne do
liczb b,d € C, odpowiednio. Poniewaz przechodzenie do granicy zachowuje operacje
dodawania, wiec przechodzac z k — oo w réwnaniu b;, + d;, = t, otrzymujemy
b+ d=t. Zatem [0,2] C C + C, co koniczy uzasadnienie. Podobnie mogliby$my
réwniez pokazaé, ze C — C = [—1, 1].

Obserwacje te moga stanowié¢ naturalny punkt wyjscia do rozwazan nad

miara, kategorig i wymiarem zbioréw, i de facto staly sie impulsem do rozwoju
tych teorii na przetomie XIX i XX wieku. Problematyka ta jest jeszcze lepiej
widoczna na tle uwagi Smitha z pracy [1]: ,rozwazajac dla uproszczenia
przypadek dwdch wymiaréw, zauwazmy, ze [skoficzony przedzial (czyli
prostokat) calkowania] moze nie tylko zawiera¢ punkty nieciagtosci o skorniczonej
lub nieskoniczonej liczbie, ale moze by¢ takze przeciety krzywymi nieciaglosci
(...), nawet gdy catkowita dlugosé krzywych nieciaglosci jest nieskoriczona, [bez
wypelnienia jakiejkolwiek czesci przedzialu calkowania]”.

Mozemy spekulowacé, ze Smith, zanim wyrazil te mysl, wyobrazil sobie
dwuwymiarows wersje konstrukeji z przyktadu 1 (dla m = 3). Kwadrat
jednostkowy [0,1]? dzielimy na 9 przystajacych kwadratéw i usuwamy kwadrat
(segment) w prawym dolnym rogu. Kazdy z 8 pozostalych kwadratéw dzielimy
na 9 przystajacych kwadratéow i w kazdym z nich usuwamy kwadrat (segment)
w prawym dolnym rogu. Dla pozostatych 64 kwadratéw operacje powtarzamy.
Kontynuujac te operacje w nieskonczonosé, otrzymamy zbiér, ktéry ,nie
wypelnia jakiejkolwiek czeéci kwadratu [0, 1]2”. Pole pozostale w k-tym kroku
konstrukcji jest réwne (%)k i dazy do 0, gdy k — oo (rys. 4).
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Rys. 4. Pierwsza, druga i czwarta iteracja konstrukcji plaskiego zbioru Smitha dla (m = 3)
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Wymiar fraktalny Hausdorffa zbioru
Smitha S3 jest réwny

dimp (Ss) = }g—;‘ ~ 1,89 < 2,

a dimg ([0, 1]%) = 2. Czym sa wigc zbiory
o wymiarze wigkszym od jednosci, ale
mniejszym od dwéch? Czy to, co
otrzymali$my, to jeszcze powierzchnia?

Wymiar fraktalny Hausdorffa tréjkata
Sierpinskiego T jest réwny

dimy (T) = {£5 ~ 1,58 < 2.

i Zadania

Rozwigzania na str. |24

Dodatkowo prawa dolna granica powstatego zbioru jest wersja krzywej ptatka
$niegu (o nieskoniczonej dlugosci) opublikowanej przez Helge von Kocha
w 1904 roku.

Patrzac na opisane w artykule konstrukcje, nabieramy szacunku do pozornie
prostych pytan: co to jest linia? co to jest powierzchnia? OdpowiedZ na kazde
z nich. .. wcale nie jest latwa!

I na koniec ciekawostka. Jesli wyzej opisana ptaska konstrukcje Smitha
wykonamy dla m = 2, to otrzymamy. .. wersje tréjkata Sierpinskiego (1), ktory

zostal opublikowany w 1915 roku (rys. 5).
TR

Rys. 5. Druga, czwarta i szésta iteracja konstrukeji ptaskiego zbioru Smitha dla (m = 2)

Ale w 1875 roku Wactawa Sierpiniskiego nie bylo jeszcze na $wiecie! Ach, co by
to byto, gdyby Smith mial komputer. ..
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Przygotowat Dominik BUREK

M 1810. Na szachownicy o wymiarach 8 x 8 ustawiono osiem wiez tak, aby
zadne dwie wieze nie atakowaly sie wzajemnie. Pola szachownicy sa rozdzielone
pomiedzy wieze w nastepujacy sposob: kazde pole nalezy do najblizszej
atakujacej je wiezy (przyjmujemy przy tym, ze wieza atakuje tez pole, na
ktérym sie znajduje). W przypadku gdy dwie atakujace dane pole wieze sa

w réwnej odleglosci od niego, kazda z nich posiada polowe pola. Udowodnié,

ze dla kazdej wiezy calkowita powierzchnia posiadanych przez nig pél jest taka
sama.

M 1811. W czworokacie wypukltym ABCD boki AB i CD sg réwnej dhugoéci,
a punkty M i N sa srodkami AD i BC. Symetralna odcinka M N przecina boki
AB i CD, odpowiednio, w punktach P i Q. Udowodnié¢, ze AP = CQ.

M 1812. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y spelniona jest rownosé

(+1)f(yf(2) = yf(z(y +1)).
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1115. Dwie jednakowe, wykonane z dielektryka kulki, o promieniu r kazda,
umieszczono w odleglosci R od siebie, przy czym R > r. Na jedna z nich
wprowadzono tadunek ¢. Nastepnie odleglo$¢ miedzy kulkami zwigkszono k razy.
Jaki tadunek, @, nalezy wprowadzi¢ na jedna z nich po rozsunieciu, aby sita,

z jaka na siebie oddzialuja, byla w obu przypadkach taka sama?

F 1116. Ponizej jakiej dlugosci fale dzwickowe w gazie podlegaja silnemu
ttumieniu?
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