Wymiar fraktalny Hausdorffa zbioru
Smitha S3 jest réwny

dimp (Ss) = }g—;‘ ~ 1,89 < 2,

a dimg ([0, 1]%) = 2. Czym sa wigc zbiory
o wymiarze wigkszym od jednosci, ale
mniejszym od dwéch? Czy to, co
otrzymali$my, to jeszcze powierzchnia?

Wymiar fraktalny Hausdorffa tréjkata
Sierpinskiego T jest réwny

dimy (T) = {£5 ~ 1,58 < 2.

i Zadania

Rozwigzania na str. |24

Dodatkowo prawa dolna granica powstatego zbioru jest wersja krzywej ptatka
$niegu (o nieskoniczonej dlugosci) opublikowanej przez Helge von Kocha
w 1904 roku.

Patrzac na opisane w artykule konstrukcje, nabieramy szacunku do pozornie
prostych pytan: co to jest linia? co to jest powierzchnia? OdpowiedZ na kazde
z nich. .. wcale nie jest latwa!

I na koniec ciekawostka. Jesli wyzej opisana ptaska konstrukcje Smitha
wykonamy dla m = 2, to otrzymamy. .. wersje tréjkata Sierpinskiego (1), ktory

zostal opublikowany w 1915 roku (rys. 5).
TR

Rys. 5. Druga, czwarta i szésta iteracja konstrukeji ptaskiego zbioru Smitha dla (m = 2)

Ale w 1875 roku Wactawa Sierpiniskiego nie bylo jeszcze na $wiecie! Ach, co by
to byto, gdyby Smith mial komputer. ..
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Przygotowat Dominik BUREK

M 1810. Na szachownicy o wymiarach 8 x 8 ustawiono osiem wiez tak, aby
zadne dwie wieze nie atakowaly sie wzajemnie. Pola szachownicy sa rozdzielone
pomiedzy wieze w nastepujacy sposob: kazde pole nalezy do najblizszej
atakujacej je wiezy (przyjmujemy przy tym, ze wieza atakuje tez pole, na
ktérym sie znajduje). W przypadku gdy dwie atakujace dane pole wieze sa

w réwnej odleglosci od niego, kazda z nich posiada polowe pola. Udowodnié,

ze dla kazdej wiezy calkowita powierzchnia posiadanych przez nig pél jest taka
sama.

M 1811. W czworokacie wypukltym ABCD boki AB i CD sg réwnej dhugoéci,
a punkty M i N sa srodkami AD i BC. Symetralna odcinka M N przecina boki
AB i CD, odpowiednio, w punktach P i Q. Udowodnié¢, ze AP = CQ.

M 1812. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y spelniona jest rownosé

(+1)f(yf(2) = yf(z(y +1)).
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1115. Dwie jednakowe, wykonane z dielektryka kulki, o promieniu r kazda,
umieszczono w odleglosci R od siebie, przy czym R > r. Na jedna z nich
wprowadzono tadunek ¢. Nastepnie odleglo$¢ miedzy kulkami zwigkszono k razy.
Jaki tadunek, @, nalezy wprowadzi¢ na jedna z nich po rozsunieciu, aby sita,

z jaka na siebie oddzialuja, byla w obu przypadkach taka sama?

F 1116. Ponizej jakiej dlugosci fale dzwickowe w gazie podlegaja silnemu
ttumieniu?
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ﬁ Rozwigzanie zadania M 1810.

Zauwazmy, ze kazda wieza atakuje tacznie 15 pol: 7 pdl

w kolumnie i 7 pél w rzedzie, w ktérym stoi, plus pole,

na ktérym stoi. Wybierzmy dowolnie wieze A stojaca

na polu a. Atakowane przez A pola (poza a) polaczymy

w pary w nastepujacy sposéb: dla kazdej wiezy B stojacej
na polu b # a parujemy pola (¢, d) atakowane jednoczes$nie
przez A i B. Zauwazmy, ze w ramach kazdej takiej pary:
albo oba pola ¢ i d naleza polowicznie do A (jeli a, b, ¢

i d tworza kwadrat), albo dokladnie jedno z nich nalezy

w catosci do A, a drugie do B (w przeciwnym przypadku).
W rezultacie kazda wieza posiada w sumie 8 pdl: pole, na
ktoérym stoi, i potowe z pozostalych 14 pdl.

& Rozwigzanie zadania M 1811.

c

A T Pl B

Niech K i L beda srodkami, odpowiednio, przekatnych
AC i BD. Wtedy KN i LM sa odpowiednio liniami
srodkowymi tréjkatéw ABC 1 ABD. Zatem czworokat
MKNL jest réwnolegtobokiem.

Ponadto z réwnoséci AB = CD wynika, ze NK = NL,
czyli MK NL jest rombem. W szczegdlnosci punkty K i L
leza na symetralnej odcinka M N, czyli na prostej PQ.
Dodatkowo xAPQ = xNKL = xNLK = xDQP.

Poprowadzmy prosta réwnolegta do PQ przechodzaca
przez punkt D. Niech T bedzie punktem przecigcia tej
prostej z prosta AB. Z twierdzenia Talesa tatwo dostajemy,
ze BP = PT. Ponadto TPQD jest trapezem o réwnych
katach przy wierzchotkach P i @, czyli jest trapezem
rownoramiennym. W szczegdlnosci QD = PT = BP, skad
AP =CQ.

& Rozwigzanie zadania M 1812.

Odpowiedz: f(x) =0, f(x) ==«

Kladac y = 0, dostajemy, ze f(0) =0. Jesli f(z9) =0

dla pewnego zg # 0, to kladac x = x¢, dostaniemy, ze
yf(xzo(y+ 1)) = 0 dla dowolnego = € R, wiec f =0 — i jest
to pierwsze rozwigzanie réwnania.

Zalézmy teraz, ze f(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0.
Przypusémy, ze dla pewnej liczby rzeczywistej a # 0 mamy
fla) #a. Polézmy x =aiy= f(%)_a, wtedy

o et (f(f)(i)> W OETH (f(f)(—))
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Zauwazmy jednak, ze f <f‘?£§‘i)a) #0, gdyz fa(igi)a £ 0,
zatem dzielac obie strony powyzszej rownosci przez

f ( fa(i §‘i)a) , dostajemy réwnoéé
f@
fla)—a  f(a)—a’

z ktérej oczywiscie wynika, ze f(a) = a — sprzecznoéé
z zalozeniem. Wobec tego f jest identycznodcia.

Eﬁ Rozwigzanie zadania F 1115.
Pod wplywem pola elektrycznego E (ﬁ) tadunku ¢
nastepuje polaryzacja tadunkow kulki nienaladowane;j
i indukuje si¢ w niej dipolowy moment elektryczny d
(wektor d ma zwrot od ujemnego do dodatniego tadunku
dipola) wartosci proporcjonalnej do pola dx E (ﬁ)
Energia potencjalna U dipola umieszczonego w polu
elektrycznym wynosi: U = —d- E a sila F dziatajaca
na dipol rowna jest minus gradient energii potencjalnej
U: F = —VU. Wektor R, pole E(R) oraz wektor d sa
rownolegle i zwrdocone od dodatniego tadunku ¢ — w takim
przypadku problem staje sie jednowymiarowy i gradient
mozna zastapi¢ zwyklym rézniczkowaniem wzgledem R.
Mamy wigc:
3 e

) qR :a_'; U:—aEro—ﬁ,

a wiec

e 4 (2 'S
X —=| = | x —==.
dR \ R* R5
Po k-krotnym zwigkszeniu odlegtosci miedzy kulkami
sita ich oddziatywania nie zmieni sie, jedli Q2 = qk5, czyli:

Q =k = k*Vk.
Niezaleznie od znaku tadunku ¢ (Q) kulki sie przyciagaja.

‘ﬁ Rozwigzanie zadania F 1116.
Rozchodzenie sie dzwieku w gazie polega na propagacji
zgeszczen 1 rozrzedzen gazu. Taka propagacja jest mozliwa,
gdy dtugosé fali A\ jest wieksza od sredniej odlegltosci
pokonywanej przez czasteczki gazu miedzy kolejnymi
zderzeniami w ich ruchu termicznym. Oznacza to, ze
fale o dlugoéciach mniejszych od éredniej drogi swobdnej
| czasteczek sa silnie tlumione. Oszacujmy warto$é
$redniej drogi swobodnej w gazie o gestosci n (liczba
czasteczek w 1 m® gazu), gdy érednica czasteczki wynosi d
(przyjmujemy, ze czasteczki sa w przyblizeniu kuliste):

1
wd?n
— zderzenie nastepuje, gdy Srodki czasteczek znajda sie
w odlegloéci mniejszej niz d. W powietrzu, w warunkach
normalnych [ ~ 71078 m, co odpowiada czestosci dzwieku
f~5-10° Hz.
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