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Mysle, ze wszyscy dobrze znaja jedno z najpopularniejszych twierdzen

na $wiecie — twierdzenie Pitagorasa. Jest wiele jego dowoddéw, a jeden z bardziej
znanych polega na charakterystycznym pocieciu kwadratéw zbudowanych

na przyprostokatnych i ztozeniu z tak otrzymanych kawatkéw kwadratu
zbudowanego na przeciwprostokatne;j.

Mozna tez spojrzeé¢ na ten dowdd z nieco innej perspektywy. Majac dwa
kwadraty, umiemy je pociaé i ztozy¢ z nich inny, ktérego pole jest suma
pol kwadratéw poczatkowych. Narzucaja sie wige pytania: Czy inne figury

>< maja te sama ceche? Czy z dwoch tréjkatéw réwnobocznych mozna zlozy¢

tréjkat réwnoboczny? A moze da sie kwadrat rozciaé i posktadaé w tréjkat
rownoboczny? Jak sie okazuje, odpowiedz na wszystkie te pytania jest
twierdzaca. Nie ma wiec znaczenia ksztalt wielokata, a jedynie jego pole.
Okazuje sie, ze mamy nastepujace twierdzenie:

Rys. 1

Twierdzenie Bolyaia—Gerwiena
Wielokgt A mozna pocigé prostymi i tak powstale elementy zloZyé w wielokgt B
wtedy 1 tylko wtedy, gdy A © B majg réwne pola.

Poruszony urokiem tego twierdzenia bezzwlocznie chwycitem za dlugopis

i kartke w celu znalezienia dowodu. Ogdlnos¢ tego zagadnienia nie pozwala na
natychmiastowe rozpoczecie rozwigzywania, wiec zaczatem od opracowania planu
dzialania.

Pomyst polega na znalezieniu pewnej recepty takiej, ze postepujac wedlug

niej, uda nam sie wykona¢ taki ciag cie¢ i sklejen, aby z wielokata A zlozy¢
wielokat B. Taka procedura moze wygladaé¢ nastepujaco:

Rys. 2

v 1. Redukujemy problem do tréjkatow — poprzez rozciecie wielokata na trojkaty.
W przypadku wypuklym wystarczy 2. W nastepnym kroku rozcinamy tréjkat i sktadamy z jego kawatkéw kwadrat.
rozeigé wzdiuz A1 As, A1Ag, ..., 3. Ostatecznie kwadraty krok po kroku taczymy w jeden.

A1A,_1, gdzie A1 ... A, jest

rozpatrywanym wielokatem . , . . . . 1s . .
pattywany 2 To bedzie oznaczaé¢ koniec dowodu, bo B takze bedziemy umieli ztozy¢

w kwadrat. Z zalozenia o réwnosci pél kwadraty te musza byé przystajace. Jesli

linie ciecia narysujemy na jednym kwadracie, dostaniemy podzial, z ktérego

mozna zlozyé zaréwno wielokat A, jak i B — czyli A mozna pocia¢ na kawalki,

z ktérych zltozymy B. Dowdd w druga strone jest prosty, wiec nie traé¢my na

niego czasu.

Dowdéd

Dowolny wielokat mozna pocia¢ na trojkaty. Jasne jest, ze nie bedzie problemu

z pocieciem wielokata wypuklego (rys. 2). Z wielokatem wklestym musimy by¢
Rys. 3

nieco ostrozniejsi. Pomyst jest taki: potnijmy go na plasterki. Wybierzmy taka
prosta, zeby nie byla réwnolegta do zadnego boku, a nastepnie przez kazdy
wierzchotek prowadzmy prosta rownolegla do wybranej. Taka metoda podzieli
nam wielokat na tréjkaty i trapezy (dlaczego?), a trapez mozna rozciaé¢ na dwa
tréjkaty po dowolnej z jego przekatnych.

Wykazemy, ze tréjkat mozna pociacé i z otrzymanych elementow ztozy¢ kwadrat.
WeZmy dowolny tréjkat i przetnijmy go wzdtuz prostej taczacej $rodki dwoch

bokdéw, miedzy ktorymi jest najwiekszy kat. Tak odciety trojkat obréémy

o 180° i przylézmy do drugiej czesci tak, aby powstal réwnoleglobok. Nastepnie
rozetnijmy tak powstaly réwnolegtobok wzdluz krotszej z jego wysokosci

i przesunmy odciety tréojkat o wektor réwny co do dtugosci i réwnolegly do
dluzszego boku réwnolegloboku (rys. 4 i 5). Tak powstanie prostokat. (Pytanie
do Czytelnika: Czemu na samym poczatku konstrukeji wybraliSmy najwiekszy
kat w tréjkacie?).

Rys. 4

Rys. 5 Pozostaje pytanie, jak zlozy¢ kwadrat z kawalkoéw prostokata.
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Rys. 6

Dla a, b > 0 zachodzi ab < 2ab < a® + b>.

Aby uzasadnié¢ drugg nieréwnosé,
wystarczy zapisa¢ ja w réwnowaznej
postaci (a — b)% > 0.

Oczywiscie byloby duzo prosciej,
gdybyémy mogli wycina¢ ujemne pole,

ale to juz bytoby in

ne twierdzenie.

N’ c’
N
DI > °C
A M B
Rys. 7

Polecamy réwniez z

apoznaé sig

z artykulem Wiktora Bartola z Agg,

w ktérym przedstawiony jest nieznacznie

inny sposéb cigcia.

Wezmy prostokat ABCD o bokach AD = a i AB = b i bez straty ogdlnosci
przyjmijmy a < b (rys. 6). Wybierzmy punkt X na boku AB oraz przez Y
oznaczmy rzut punktu C' na prostg DX. Przyjmijmy tymczasowo, ze Y lezy na
odcinku DX. Dodatkowo oznaczmy przez x i y odpowiednio dhugosci odcinkéw
DX i CY. Jedli teraz przesuniemy tréjkat AX D o wektor E i trojkat CDY
o wektor DX, otrzymamy prostokat o bokach z i y, bo przesuniecia zachowuja
katy miedzy prostymi. Wystarczy tak dobraé z, zeby zachodzita réwnosé

x = y. Pole prostokata przed i po tych przesunigciach jest takie samo, tj.

ab = zy. Zatem potrzeba i wystarczy, aby = = Vab. Zastanéwmy sie teraz,
kiedy opisana konstrukcja jest mozliwa. Istnienie punktu X na odcinku AB
spelniajacego DX = vab jest réwnowazne nieréwnoéci DA < DX < DB, czyli
a? < ab < a? + b2, co jest zawsze prawda dla a < b (patrz uzasadnienie na
marginesie). Natomiast punkt Y lezy na odcinku DX dokladnie wtedy, gdy

DY < DX,
czyli jesli
B2 — 42 < 22,
a to po wstawieniu x = y = V/ab jest réwnowazne
b < 2a.

Tak wiec prostokat damy rade pociaé i ztozyé w kwadrat, o ile zachodzi
a <b<2a.

Oczywiscie nie kazdy prostokat ma boki o dlugosciach spelniajacych taka
nieréwnoé¢. Dla pozostalych prostokatow zastosujemy konstrukcje pomocnicza.
Oznaczmy przez M i N srodki bokéw AB i C'D prostokata ABCD. Wowczas,
wykonujac przesuniecie prostokata M BC'N o wektor ]\ﬁ, otrzymamy prostokat
o bokach dtugosci 2a i %. Zwr6émy uwage na to, ze takie ciecie mozemy
wykonywaé¢ dowolnie duzo razy.

7Z prostokata o bokach a i b zlozymy w ten sposéb prostokat o bokach a’ i v/
spelniajacych zadang nierownoé¢. Oznaczmy przez k najwigksza liczbe catkowita
nieujemng, spetiajgca nieréwnoéé 2%%a < b. Jedli b < 2%#*1a, to wykonujac

k cieé¢, otrzymamy prostokat o bokach ' = 2Fa i b = %, ktorego boki spelniaja
pozadana nieréwnoéé. Jesli natomiast b > 22¢+1a, to zauwazmy, ze z definicji k

zachodzi takze 22+2¢ > b. Tak wiec mozemy napisaé:

X b
> 9k tly >

<:>2~2k+1/ Z 5E1

52571 2 0 Z S7rp2

Oznacza to, ze wykonujac k + 1 cie¢, otrzymamy prostokat o bokach a’ = 28+1q
it = Tbﬂ, tak Ze spelniona jest nieréwnosé b’ < a’ < 2V'.

Podsumujmy teraz dowdéd. WykazaliSmy, ze kazdy tréjkat umiemy zlozyé

w prostokat. Jesli boki prostokata spelniaja odpowiednie warunki, to umiemy
go ztozy¢ w kwadrat. Natomiast jesli tych warunkow nie spelniaja, to mozemy
wymusi¢ je, przeksztalcajac prostokat w inny. Jako ze umiemy zlozy¢ dwa
kwadraty w jeden, to indukcyjnie po pocieciu wielokata na trojkaty, trojkatéw
w prostokaty, a prostokatéw w kwadraty — damy rade potaczyé¢ te kwadraty

w jeden. ZlozyliSmy wiec z dowolnego wielokata kwadrat, tym samym

z kwadratu kazdy wielokat. Oczywiscie to spostrzezenie konczy dowdd. O

Jesliby prébowaé uogélnié¢ to twierdzenie do na przyktad 3 wymiarow,

to otrzymamy twierdzenie falszywe. Okazuje si¢, ze nie da si¢ pocia¢ np.
czworoscianu foremnego plaszczyznami, a nastepnie zlozy¢ szeScianu o tej samej
objetosci. Jeszcze w 1900 roku nie bylo to wiadome, a pytanie o to uogdlnienie
znalazto si¢ na stworzonej przez Davida Hilberta licie 23 probleméw istotnych
dla rozwoju matematyki. Czytelnika zainteresowanego tym zagadnieniem
odsylam do artykulu Marka Kordosa z |ASg.

Zwréémy uwage na to, ze podczas dowodzenia nie szczedziliSmy nozyczek.
Mozna na to zagadnienie spojrze¢ wlasnie przez pryzmat szukania minimalnej
liczby cieé. Niemal 50 lat temu w Delcie A%s pojawil sie na ten temat artykul
autorstwa Alfreda Tarskiego. Jest to bardzo ciekawy tekst, ktory polecam
wszystkim lubiacym wycinanki Czytelnikom.
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