PageRank w tenisie?
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Sie¢ meczy tenisowych pomiedzy Wielka
Trojka. Waga krawedzi oznacza jej
krotnosé, czyli liczbe meczy wygranych
przez gracza, do ktérego krawedz
prowadzi

Netscape byl wéwczas najpopularniejsza
przegladarka internetows.

Twércy PageRanka w raporcie
technicznym pod $mialym tytulem The
PageRank Citation Ranking: Bringing
Order to the Web, w ktérym prezentuja
swojg metodeg, z duma pisza, ze na
wywotlane haslo ,university” na
pierwszym miejscu pojawia sie
Uniwersytet Stanforda, a nie jakiego$ tam
Oregonu.

John R. Seeley. The net of reciprocal
influence. A problem in treating
sociometric data. Canadian Journal of
Experimental Psychology (1949).

Impact Factor, stosowany do oceny
czasopism, to wlagnie $rednia liczba
cytowan wszystkich prac z danego roku.

Definicja dla graféw nieskierowanych jest
taka, jakby kazda krawedz nieskierowana
zastapi¢ dwiema krawedziami
skierowanymi w obie strony.

Oskar SKIBSKI*, Tomasz WAS**

W 2011 roku w czasopiémie PLoS ONE ukazal si¢ artykul, w ktorego tytule
autor zadal pytanie: Kto jest najlepszym tenisistqg w historii? Aby na to
pytanie odpowiedzie¢, stworzyl i przeanalizowal sie¢ meczy tenisowych,

w ktoérej wierzchotkami sg tenisiéci, a krawedzie reprezentuja ich mecze.
Nastepnie autor uzyl algorytmu PageRank (ktéry za moment objasnimy) do
oceny waznosci poszczegolnych wierzchotkéw, i okazalo sie, ze najlepszym
tenisista w historii jest... (werble) Jimmy Connors! Czy ten wynik jest dobry?
To trudno powiedzie¢. My zastanowimy si¢ jednak nad innym pytaniem —
dlaczego, do licha, uzyl PageRanka? Musimy sie w tym celu cofnaé¢ do lat
dziewieédziesiatych.

Jak PageRank dziata?

Kiedy$ Internet nie wygladal tak jak teraz. Najpierw nie wygladal w ogdle,

bo go nie bylo, a nawet jak juz byl, to na poczatku byt dos¢ brzydki. Zanim
powstala wyszukiwarka Google, ludzie wcale nie uzywali Binga i DuckDuckGo,
bo ich tez jeszcze nie bylo. Byly duze katalogi stron, posegregowane na rézne
sposoby, a wyszukiwarki, ktore istnialy, nie potrafily znalez¢ nic sensownego.
Bylo naprawde nieciekawie.

Na szczeécie wszystko zmienilo sie na przetomie XX i XXI wieku za sprawa
dwéch pomystowych i pracowitych doktorantéw z Uniwersytetu Stanforda:
Larry’ego Page’a i Sergeya Brina. W ramach projektu na studiach opracowali
oni metode oceny waznoéci stron w Internecie, nazwana PageRankiem. Sama
ocena nie byla moze tak istotna — wyszlo im, Ze najwazniejsza w Internecie

jest strona ,Download Netscape Software”. Przelomowy byl jednak pomyst,
aby zbudowaé¢ wyszukiwarke, ktéra bedzie brala te oceny pod uwage przy
wyswietlaniu wynikéw. Page i Brin szybko stali sie niesamowicie bogaci i obecnie
znajduja sie w dziesigtce najbogatszych ludzi swiata. Uniwersytet Stanforda — na
pocieszenie, ze nie ukonczyli oni swoich doktoratéw i nie pracuja juz w nauce —
zostal natomiast wlascicielem patentu, na ktérym zarobil 336 milionéw dolarow.

Sama metoda dzialania PageRanka nie byla zadna rewolucja. W literaturze
naukowej tematem oceny elementow w sieci powiazan zajmowano sie od

lat. Juz w roku 1949 uproszczona wersje PageRanka zaproponowatl John R.
Seeley w czasopis$mie zajmujacym sie eksperymentalng psychologia, starajac
si¢ zmierzy¢, kto jest najpopularniejszym dzieckiem w grupie. Autorzy nie
znali jednak tej pracy (najwyrazniej nie znalezli jej w Google Scholar),
dlatego PageRanka wymyslili na nowo. Opierali sie natomiast na coraz
bardziej popularnym wowczas pomysle, aby istotno$¢ strony powiazac z liczba
prowadzacych do niej linkéw.

Idea ta do$¢ dobrze dzialala przy ocenie prestizu czasopism naukowych na
podstawie liczby cytowan ich artykutéow. Jednak w Internecie ocena strony
poprzez sama liczbe prowadzacych do niej linkéw nie jest dobrym pomystem.
Po pierwsze, w trywialny sposéb mozemy stworzy¢ milion stron, ktére beda do
nas linkowaly. Po drugie, link linkowi nieréwny — jezeli kieruje do nas bardzo
popularna strona, to taki link jest duzo cenniejszy, niz gdy kto§ wspomni o nas
na swoim blogu, ktory czyta tylko jego mama. Dlatego tez w uproszczonej
wersji PageRanka link ze strony A do strony B zwigksza oceng B nie o 1,

ale o oceng A podzielong przez liczbe linkéw na stronie A. Oznacza to, ze
kazda strona ,rozdziela” swoja istotno$¢ po réwno pomiedzy strony, do ktérych
prowadzi (a bardziej precyzyjnie, pomiedzy linki, ktére przekazuja je stronom).
W szczegdlnosei zwielokrotnienie linkéw na jednej stronie (zachowujac proporcje
miedzy nimi) nie zmieni zadnej stronie oceny.

Na Internet mozemy patrze¢ po prostu jak na graf skierowany, czyli pewien
zbior wierzcholkéw V' reprezentujacych strony internetowe i zbiér krawedzi F,
czyli par wierzchotkéw reprezentujacych linki. Wéwcezas uproszezony PageRank
(oznaczany UPR(v) dla v) jest rozwiazaniem nastepujacego uktadu réwnan:

UPR(v) = Y UPR(u)

dla kazdego v € V,
Wl deg-‘r(u) zaeg



‘W oryginalnej pracy wartosci bazowe b
mogly byé rézne dla réznych
wierzchotkéw i odpowiadatly ,zrédiu
istotno$ci”. Autorzy rozwazali na
przyktad ustawienie niezerowych wartoéci
tylko niektérym stronom.

Dowdéd unikalnosci rozwigzania (x):

‘W postaci macierzowej ukltad réwnan
zapisaé¢ mozemy jako

PR=o- AT . PR+1b-17, gdzie 1 jest
wektorem jedynek, a A jest
znormalizowang wierszowo macierzg
sgsiedztwa, czyli A[u,v] to liczba krawedzi
z u do v podzielona przez deg™ (u) lub 0,
jezeli krawedzi z v do v nie ma.
Dostajemy (I —a - ATYPR =1b-17, gdzie
I jest macierzg identycznosciowg. Macierz
(I — - AT) jest odwracalna, bo jest
przekatniowo dominujaca, co daje nam:
PR=b-(I—a-AT)"1.17.

Czeste losowe restarty w komputerze
mocno utrudniaja prace, a w PageRanku
analize. Okazuje sie, ze mozemy jednak
tego latwo uniknaé, wystarczy po prostu
pozwoli¢ internaucie pdjsé spacé.
Rozpatrzmy nastepujacego zasypiajgcego
surfera.

Zasypiajgcy surfer:

Surfer losuje stroneg

startowa, kazda z réwnym
prawdopodobienstwem. Nastepnie
z prawdopodobienstwem o

klika losowy link na

stronie, na ktérej jest,

a z prawdopodobienstwem 1 — «
zamyka komputer i idzie spad.
PageRank dla b = 1/n jest
oczekiwang liczba wizyt na stronie
w tym procesie.

Dowéd pozostawiamy Czytelnikowi jako
nietrudne ¢wiczenie. Ta obserwacja, jak
i wiele innych w tym artykule, pochodzi
z pracy:

T. Was, O. Skibski. Aziomatic
characterization of PageRank. Artificial
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gdzie deg™ (u) to liczba linkéw na stronie u, czyli inaczej krawedzi wychodzacych
z u. Jest to rownanie rekurencyjne, wiec nie jest oczywiste, ile ma rozwigzan.
Jezeli w grafie mozna dojé¢ po krawedziach z kazdego wierzchotka do kazdego
innego, czyli jest silnie spdjny, to to rownanie ma doktadnie jedno dodatnie
rozwigzanie (z dokladnos$cia do przemnozenia przez stala). Jezeli tak nie jest,
sprawa sie komplikuje. Dziwne wydaje sie takze to, ze strony bez zadnych
kierujacych do nich linkéw maja zerowsa istotnosé, wigc linki z nich réowniez sie
nie licza. Dlatego tez wlasciwy PageRank wprowadza jedna drobna modyfikacje
— dodaje kazdej stronie pewna mala bazowsg istotnosé¢ b, ale w zamian lekko
zmniejsza sumaryczny zysk z linkéw prowadzacych do tej strony. Zysk mnozony
jest przez wspdlczynnik ttumienia o € (0, 1), zwykle odrobine mniejszy niz 1
(np. 0,85 lub 0,9). Prowadzi to do nastepujacego ukladu réwnan:

) Z PR (u)

PR(v) =« —
(u,w)EE deg (U)

+b dla kazdegov € V.

Tak uzyskany uktad réwnan, dla ustalonego « i b, ma juz zawsze jedno
unikalne rozwiazanie. Dowdd tego faktu, dla troche bardziej zaawansowanych
Czytelnikéw, znajduje sie na marginesie.

W literaturze pojawiaja sie rézne definicje PageRanka, ale wlasnie powyzszym
rownaniem jest on zdefiniowany w oryginalnej pracy. Jedyna mata réznica jest
to, ze autorzy mnozyli takze wartosé bazowa (b) przez «. Latwo zauwazy¢,

ze mnozenie przez «, jak i w ogéle wartosé¢ b, nie ma zbytniego znaczenia,

a tylko przeskalowuje wartoéci PageRanka: jezeli przykladowo przemnozymy

b przez 2, to wartosci PageRanka tez sie podwoja. Wynika to z tego, ze takie
wartosci spelniaja w sposéb oczywisty réwnanie rekurencyjne (x), a skoro
rozwiazanie réwnania jest jedno, to musi byé wtasnie to. Bedziemy wiec
zasadniczo przyjmowali b = 1, ale inne wartosci tez nam si¢ zaraz przydadza.

Podstawowym sposobem definiowania PageRanka jest uklad rownan, jednak
ma on tez elegancka interpretacje oparta na btadzeniu losowym. Wiecej

na ten temat mozna przeczyta¢ w artykule Google w laricuchach Lukasza
Rajkowskiego, |AlS.

Przyjmijmy, ze graf jest silnie spéjny i niech b = (1 — «)/n, gdzie n jest
liczba wierzchotkéw. Mozemy sobie teraz wyobrazié osobe, ktéra ,,surfuje”
po Internecie (tak sie méwito, kiedy powstawal PageRank. .. ): zaczyna

od losowej strony i potem klika losowe linki. Jednak na kazdej stronie

z malym prawdopodobienstwem, 1 — «, zamiast klika¢ link, zaczyna
surfowaé¢ od poczatku. Wowczas wartos¢ PageRanka danej strony jest réwna
prawdopodobienistwu, ze znajdziemy na niej internaute w bardzo odleglej
przyszlodci (prawdopodobieristwu granicznemu).

A co, jedli graf nie jest silnie spojny i mamy strony, ktére nie maja zadnych
linkéw? Tu jest pewien problem — gdzie ma wtedy po6j$¢ surfer? Sa rézne
koncepcje. Czasem mowi sie na przyklad, ze z automatu zaczyna surfowanie
od poczatku, od losowej strony, ale musimy uwazaé¢ — taka definicja nie da
wecale naszego rownania rekurencyjnego! Mozemy natomiast powiedzieé, ze

z wierzcholtkow bez krawedzi surfer przechodzi do... swoistego ,,czyséca”,
czyli wierzcholka, ktéry ma tylko petle do siebie. Surfer kreci sie wéwczas

w nim, az wylosuje rozpoczecie od poczatku. PageRank bedzie odpowiadalt
prawdopodobieristwom granicznym tego procesu, chociaz nie bedzie sumowat
sie do jedynki, bo dodatkowy wierzcholek troche jej ,zje”.

O ile dla oséb znajacych PageRanka glownie z procesu losowego sumowanie
do 1 moze sie wydawaé wazne, o tyle przy analizie realnych sieci z milionami
wierzchotkéw cecha ta jest nieistotna, a nawet niepozadana.

Jak PageRank nie dziata

Za sprawg, przeolbrzymiego sukcesu wyszukiwarki Google, PageRank stal sie

niezwykle popularny. Jest bardzo wiele powodéw, dla ktérych osoby, analizujac
skomplikowane sieci potaczen, sposrod setek istniejacych metod oceny siggaja po
niego w pierwszej kolejnosci. Po pierwsze, mozna go szybko obliczy¢. Po drugie,
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https://www.deltami.edu.pl/2019/11/google-w-lancuchach/

Skupimy si¢ na (nieuproszczonym)
PageRanku, a dla uproszczonego radzimy
sprawdzi¢, jak dziala dla graféw
nieskierowanych. .. Czy przypadkiem nie
przypomina troche stopnia wierzchotka?

v | 1,7 2,6 3,5 4
PR(v) | 3,36 590 553 542
PageRank dla linii 7 wierzchotkéw
(rysunek obok), przyjmujac a = 0,8
ib=1. W liczenie PageRanka mozna si¢
pobawié¢ na stronie:
https://centrality.mimuw.edu.pl/editor/.
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Powyzszy graf powstal z podwojenia
meczy przegranych przez Djokovica.
PageRank jednak nadal daje najwigksza
warto$é Djokovicowi, gdyz zaréwno Nadal,
jak i Federer przegrali z nim wigcej razy
niz ze soba nawzajem. Czy jednak takiego
wyniku by$my oczekiwali w tej sytuacji?

dobrze dziata dla sieci WWW. Po trzecie, intuicyjnie ma sens. Po czwarte,
jest popularny. Po piate, jest dos¢ skomplikowany, wiec na pewno robi cos
madrego. Niestety, zaden z tych powodéw nie $wiadczy o tym, ze PageRank jest
odpowiednim wyborem dla konkretnej sieci, nieraz kompletnie innej niz Internet.

Popatrzmy na pare przykladdéw. Zacznijmy od czegos prostego — jak myslisz,
Czytelniku, ktéry wierzcholek jest najwazniejszy w ponizszym grafie?

Wedhug PageRanka wierzchotki 2 i 6! Raczej przeczy to intuicji. .. To dlaczego
PageRank tak zadziatal? Wida¢ to z interpretacji z bladzeniem losowym —
wierzcholki te maja sasiada, ktory zawsze odesle surfera z powrotem do nich.

A w ponizszych grafach wazniejszy jest wierzchotek u czy v?

£ 4

Wydaje sig, ze to wierzcholek u jest wazniejszy zaréwno po lewej, jak i po prawej
stronie. Po lewej stronie jest w ,,centrum” grafu, rozdziela graf na trzy czesci.
Tak mowia tez inne miary centralnosci: ma najmniejsza srednia odleglosé do
innych wierzchotkéw, przechodzi przez niego duzo najkrétszych sciezek. Po
prawej stronie wierzchotek u jest w wiekszym komponencie, ma krawedzie

i Sciezki od wigkszej liczby wierzchotkéw. Whrew intuicji PageRank w obu
przypadkach ocenia je jednak tak samo — w kazdej n-wierzchotkowej silnie
spéjnej sktadowej suma PageRankow jest réwna b-n/(1 — ), a jezeli wierzchotki
sa w niej symetryczne lub choéby maja takie same stopnie (wchodzacy

i wychodzace), to PageRank kazdy ocenia na b/(1 — «).

X
W)

Powyzsze przyktady mogty sie wydawaé nieco sztuczne, wroémy zatem do
prawdziwej pracy naukowej i prawdziwej sieci meczy tenisowych. Wierzchotkami
w tej sieci sa tenisiéci, a skierowanymi krawedziami — ich mecze: krawedz

z A do B oznacza jeden mecz rozegrany pomiedzy A i B, wygrany przez B. Czy
PageRank dla tej sieci daje sensowne wyniki? Wydaje sie, Ze niestety nie.

Aby to zobaczyé¢, ograniczmy sie na chwile do meczy rozgrywanych przez
Wielka Tréjke: Federera, Nadala i Djokovica (patrz margines na pierwszej
stronie artykulu). Nie ulega watpliwosci, ze Djokovic wypada tu najlepiej —

ma dodatni bilans meczy zaréwno z Federerem (30:28), jak i Nadalem (27:23).
PageRank tez wskazuje Djokovica jako najlepszego tenisiste — zgadza sie!
Zmodyfikujmy teraz troche sztucznie graf, zastepujac kazdy przegrany mecz
Djokovica dwoma meczami. Teraz ma juz gorszy bilans od Federera i Nadala.
A co na to PageRank? Nic! Jak juz powiedzieliémy wczesniej, powielenie kazdego
z wychodzacych linkow te sama liczbe razy nie zmieni PageRanka zadnego
wierzchotka. Nie tego jednak by$my sie spodziewali od sensownej miary.

A jakiej miary powinniémy uzy¢? Wydaje sie jednak bardziej wlasciwe, aby — jak
w sieci cytowan — bra¢ pod uwage liczbe, a nie sama proporcje wychodzacych
krawedzi. Taka miara jest na przyklad centralnosé¢ Katza, ktora zdefiniowana
jest zasadniczo takim samym réwnaniem rekurencyjnym jak PageRank, ale bez
dzielenia przez deg™ (v). Wiecej o tej, jak i o innych podobnych miarach, mozna,
przeczytaé w artykule Jak Leo uratowal klasowe wybory, AY;.

Wracajac zatem do poczatkowego pytania: czy powinnismy stosowaé PageRanka
w sieci meczéw tenisowych? W sieci WWW dziala on dobrze i stosowany byt

w przerdznych sieciach. Lecz jak nauczyla nas formuta PageRanka, sama liczba
polecen to nie wszystko, wazne jest, skad te polecenia pochodza... My do tenisa
go nie polecamy.
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https://centrality.mimuw.edu.pl/editor/
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