* Dyrektor oddzialu Matematyka
Olimpijska w Salam Schools Complex,
Teheran, Iran
Instytut Matematyki i Informatyki,
Butlgarska Akademia Nauk, Sofia

Przez nwd(z, y) oznaczamy oczywiscie
najwiekszy wspolny dzielnik
liczb x oraz y.

Istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych dajacych reszte 2 z dzielenia
przez 3, co nietrudno wywnioskowaé

z faktu, ze kazda liczba dajaca reszte 2
z dzielenia przez 3 musi mieé¢ dzielnik
pierwszy o tej wlasnosci.

‘W ogéblnej sytuacji kwestie tego typu
rozstrzyga twierdzenie Dirichleta: dla
wzglednie pierwszych r i d istnieje
nieskoniczenie wiele liczb pierwszych
dajacych reszte r z dzielenia przez d.

Polecamy Czytelnikowi zastanowienie si¢
nad tym, dlaczego w tym rozwigzaniu nie
mogliby$my rozwazy¢ liczby 2K

zamiast 3%,

Konstrukcje w zadaniach z teorii liczb
Navid SAFAET*

Jak to? Przeciez zadania konstrukcyjne dotycza geometrii! To prawda, ale

nie o zastosowaniu cyrkla i linijki bedzie tu mowa. Naszym zadaniem bedzie
konstruowanie przyktadéw, a czesto nawet nieskonczonego zbioru przyktadow,
dla pytan natury teorioliczbowej. Inspiracja do napisania tego tekstu bylo drugie
zadanie z ubieglorocznej Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej (IMO).

Zadanie 1 (IMO 2024, Problem 2). Wyznaczy¢ wszystkie pary (a,b) liczb
calkowitych dodatnich, dla ktorych istnieja takie liczby catkowite dodatnie g
iN, ze

nwd(a” +b,0" +a) =g
dla wszystkich n > N.

Nietrudno przekonac sie, ze a = b = 1 spelniaja powyzszy warunek. Czy istnieja
jednak inne przyklady? Okazuje sie, ze nie, co mozna uzasadni¢, powolujac sie
na to, ze pewien powigzany problem ma nieskoriczenie wiele rozwigzan. I wlasnie
tego typu zagadnieniom przyjrzymy sie ponizej (przy okazji rozwiazujac
powyzsze zadanie z IMO). Do dziela!

Zadanie 2. Niech N bedzie dana liczba catkowita dodatnia. Udowodnij, ze
istnieja parami wzglednie pierwsze liczby catkowite dodatnie a,b,c > N, takie ze
liczby a 4 b+ ¢ oraz ab + bc + ac maja te same dzielniki pierwsze.

Rozwigzanie. Pokazemy, jak skonstruowaé¢ dowolnie duze liczby a, b, ¢ takie, ze

ab+ac+bc

at+bt+c

dla pewnej liczby catkowitej dodatniej K, oraz a + b + ¢ jest podzielne przez 3.
Liczby te beda oczywiscie spelniaty warunki zadania.

3K

Zachodzi réwnoscé:

ab+ ac+ be n a® +ab+ b2
Tt _ o rerTe
a+b+c a+b+c
Bedziemy wybierali ¢ takie, ze % =1,czylic=a?+b>+ab—a—b.

Wystarczy dalej szukaé¢ wzglednie pierwszych liczb a, b takich, ze a +b — 1 = 35X
(oraz 3| a+b+c).

Niech a > N bedzie liczba pierwsza spelniajaca a = 2 (mod 3). Niech liczba K
spelnia nieréwnosé 3% + 1 > 2a. Wéwcezas liczba b = 35 + 1 — a jest wieksza od a
(wiec réwniez od N) oraz daje reszte 2 z dzielenia przez 3. Mozemy ponadto
zatozyé, ze liczba 3% + 1 nie jest podzielna przez a, gdyz w przeciwnym wypadku
3K+1 41 =3(3% 4+ 1) — 2 nie jest podzielne przez a i mogliby$my pod K
podstawi¢ K + 1. Przy takim zalozeniu liczba b nie moze by¢ podzielna przez a,
zatem jest z nig wzglednie pierwsza.

Przypusémy, ze liczby b i ¢ maja wspdlny dzielnik pierwszy p. Zgodnie

z definicja c liczba p musiataby wtedy dzieli¢ > — a = a(a — 1). Poniewaz a i b sa
wzglednie pierwsze, to musialoby zachodzié¢ p | (a — 1), a skoro (a — 1) + b = 3K,
otrzymalibyémy p | 3% czyli p = 3. Jest to jednak sprzecznosé, gdyz b = 2

(mod 3). Analogicznie dowodzimy, ze nwd(a,c) = 1.

Pozostaje zauwazyé, ze jedli a = b =2 (mod 3), to liczba a + b + ¢ = a® + ab + b?
jest podzielna przez 3. O

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n istnieje 2n
takich parami réznych liczb catkowitych dodatnich aq, ..., as,, ze dla dowolnych
1,j spelniajacych 1 <7 < j < 2n zachodzi

(a¥ —|—a§) | (ak*? +a§+1) dlak=1,2,...,n.
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Eleganckie uzasadnienie matego
twierdzenia Fermata mozna znalezé
w krétkim tekscie Tomasza Kazany
w A‘f7.

Rozwigzanie. Niech x1, ..., z9, beda réoznymi liczbami catkowitymi dodatnimi,

okreslmy ponadto:
D= H H (xf + xf)

1<i<j<2n 1<k<n

oraz a; = Dx; dla i = 1,...,n. Oczywiscie xf + 2% | D, zatem D* (2} + %) | D1,
wiec tym bardziej DF(x¥ + acé“) | DR (2 4 x?“). Lewa strona tej podzielnosci
L af“

to af + a?, za$ prawa to a; , co konczy uzasadnienie. O

W kolejnych zadaniach bedziemy stosowaé¢ mate twierdzenie Fermata, zgodnie
z ktérym jedli p jest liczba pierwsza oraz pta, to a?~! =1 (mod p). W prosty
sposéb wynika stad, ze jesli x =y (mod p — 1), to a® = a¥ (mod p).

Zadanie 4. Niech a,b beda liczbami caltkowitymi dodatnimi, przy czym a > 1.
Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb catkowitych dodatnich n,
ze n® 4 1 nie dzieli a™ + 1.

Rozwigzanie. Niech p bedzie liczba pierwsza dzielaca (2a)® + 1, wtedy oczywiscie
nwd(p, 2a) = 1. Ustalmy dowolnie ¢ > 2?“ i przyjmijmy n = (p — 1)(¢p — 2a).
Wtedy n = 2a (mod p), a zatem

n’+1=(2a)"+1=0 (mod p).

Jednoczesnie (p — 1) | n, wiec na mocy malego twierdzenia Fermata mamy
a" +1 =2 (mod p), co wyklucza podzielnoéé a™ + 1 przez n® + 1 i konczy
rozwigzanie. O

Kolejny problem jest mocno zwiazany z problemem z IMO 2024, od ktérego
zaczeliSmy ten artykul.

Zadanie 5. Niech a, b, c bedg liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze istnieje
nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich k takich, ze

nwd(a® + be, * +ab, b* +ac) > 1.

Rozwigzanie. Niech p bedzie liczba pierwsza dzielaca 1 + abc. Wowcezas p nie dzieli
zadnej z liczb a, b, c. Wybierzmy k = ¢(p — 1) — 1 dla pewnej liczby catkowitej
dodatniej £. Wtedy zgodnie z malym twierdzeniem Fermata

a(a® +bc) =a* f+abc=14abc=0 (mod p).

Poniewaz p { a, wiec p | (a* + be). To samo dotyczy c* + ab oraz b* + ac, stad
p dzieli nwd(a* + be, ¢ + ab, b* + ac). O

Powyzsze rozwazania moga nas naprowadzi¢ na rozwiazanie Zadania 1.
Wstawiajac ¢ = 1 w rozumowaniu wyzej, a nastepnie przyjmujac za p dowolny
dzielnik pierwszy liczby 1 4 ab, otrzymujemy, ze p dzieli a* 4+ b i b¥ + a dla
nieskonczenie wielu wyktadnikéw k.

Zalézmy, ze (a,b) # (1,1), i przypusémy, ze istnieja N i g takie, ze dla dowolnego
n > N zachodzi nwd(a™ + b, 0" + a) = g. W polaczeniu z poprzednia obserwacja
oznaczaloby to, ze p dzieli g. Zwréémy uwage, ze reszty z dzielenia pary

(a™,b™) przez p powtarzaja sie cyklicznie z okresem p — 1. Skoro wiec p dzieli
nwd(a”™ + b, b"™ + a) dla wszystkich n > N, to jest to prawda dla dowolnego n > 0.

Podstawiajac n =01 n =1, otrzymujemy, ze a + 1,b+ 1,a + b sa podzielne przez p.
Zatem p dzieli réwniez 2b = (a +b) — (a + 1) + (b + 1). Skoro p jest wzglednie
pierwsze z b, to p = 2, a wiec ab + 1 = 2¢ dla pewnej liczby calkowitej dodatniej ¢,
a skoro (a,b) # (1,1), musi by¢ t > 2, czyli 4 | ab+ 1. Analiza reszt z dzielenia
przez 4 liczb a i b prowadzi do wniosku, ze a i b to liczby nieparzyste spelniajace
b= —a (mod 4). Przeczy to zalozeniom zadania, poniewaz nwd(a™ + b, b" + a)
dla n nieparzystego jest podzielne przez 4, a dla n parzystego nie jest. O
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https://deltami.edu.pl/2017/04/male-twierdzenie-fermata/

Czytelnicy znajacy chinskie twierdzenie
o resztach z pewnoscig zauwaza, ze nasz

lemat jest jego szczegdlnym przypadkiem.

Tym, ktérzy nie znaja tego twierdzenia
i chcieliby zmienié ten stan rzeczy,
polecamy krétki artykul Resztki z A‘llg.

W rozwiazaniu zadania 4 potrafiliémy wskazaé¢ dowolnie duze liczby n, ktore sa
podzielne przez p — 1 i dawaly zadana reszte 2a z dzielenia przez p. Obserwacje te
uogdblnia nastepujacy

Lemat. Niech a,z,y beda dowolnymi liczbami naturalnymi, przy czym

a > 1. Wowczas istnieje nieskoniczenie wiele liczb naturalnych n, dla ktérych

n =z (mod a) oraz n =y (mod a — 1).

Dowdd. Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej ¢ liczba
n=x+ (y—2z)a+Llala—1)

daje reszte x z dzielenia przez a oraz reszte y z dzielenia przez a — 1. Aby
zachodzilo n > 0, wystarczy wzia¢ dowolne ¢ > x. O

Powyzszy lemat wykorzystamy w rozwiazaniu kolejnych dwoch zadan.

Zadanie 6. Niech a,b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze
istnieje nieskonczenie wiele liczb catkowitych dodatnich n takich, ze

nwd(a™ +n’, b* +n%) > 1.

Rozwigzanie. Jesli nwd(a,b) = D > 1, to dla n = Dk, gdzie k jest dowolna liczba
calkowita dodatnia, obie liczby a™ + n® oraz b™ + n® sa podzielne przez D.
Zalézmy teraz, ze nwd(a,b) = 1 oraz a > b. Niech p bedzie liczba pierwsza
dzielaca a® + b°. Zgodnie z lematem istnieje nieskoriczenie wiele liczb calkowitych
dodatnich n > 0 spelniajacych

n=ab (modp) oraz n=a+b (modp—1).
Wtedy, znéw powolujac sie na matle twierdzenie Fermata,
a” +n’=a"" 4 (ab)’ = a’(a® + W) =a+ " =0  (mod p),
skad dostajemy p | a™ + n’. Analogicznie dowodzimy p | b™ + n?. O

Zadanie 7. Niech a > 1 oraz b > 2 beda danymi liczbami catkowitymi
dodatnimi. Udowodnij, Ze nie istnieje zaden taki niezerowy wielomian f(z)
o wspolezynnikach catkowitych, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n
mamy nwd(f(n®), f(0")) = 1.

Rozwigzanie. Zalézmy przeciwnie: istnieje wielomian f(z) o wspélezynnikach
catkowitych o takiej wlasnoéci, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n mamy
nwd(f(n?), f(b")) = 1. Wynika z tego, ze nwd(f(b), (b)) = 1. Stad b jest
wzglednie pierwsze z wyrazem wolnym wielomianu f, czyli nwd(b, f(0)) = 1.
Ustalmy m, a nastepnie wybierzmy dzielnik pierwszy p liczby f(b™). Zachodzi
woéwcezas nwd(p, b) = 1. Na mocy lematu istnieje taka dodatnia liczba calkowita n,
zen=0" (mod p) in=am (mod p—1). Wéwczas

fn") = fO™) =0 (mod p).
Z drugiej strony, f(b™*) = f(b") (mod p), stad p | nwd(f(n®), f(b")). Uzyskana
sprzeczno$¢ konczy dowdd. O

Nasz przeglad zadan konstrukcyjnych zakoniczymy nastepujacym zadaniem.

Zadanie 8. Czy istnieje nieskoniczenie wiele liczb catkowitych a, b takich, ze a + b
dzieli a® + b*?

Rozwigzanie. Céz, najkrotsze rozwiazanie tego problemu wymaga znacznie

mniej technicznych umiejetnosci niz rozwiazania poprzednich zadan — wystarczy
bowiem ,wpa$é¢” na odpowiedni przyklad. A jest nim a =2n — 1 oraz b = 2n + 1
dla dowolnej nieparzystej liczby naturalnej n! Aby udowodni¢ podzielnosé¢ a® + b®
przez a + b = 4n, wystarczy osobno wykazaé podzielnosé przez 4 oraz przez n, co
pozostawiamy Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie. O

W tym artykule przedstawiliSmy kilka probleméw wymagajacych
teorioliczbowych konstrukcji. Jak mozna bylo zobaczy¢, odrobina kreatywnosci
w polaczeniu z dobrze znanymi faktami z elementarnej teorii liczb doprowadzilta
nas az na poziom olimpijski.
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