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Zadania z matematyki nr 897, 898
Redaguje Marcin E. KUCZMA

897. Czworokat wypukly ABCD ma obwdd dlugosci p oraz przekatne
dhugoséci m i n. Punkt F jest czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCE.
Udowodnié¢, ze DE < p—m —n.

898. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych m,n > 1, dla ktorych
wielomian W (z) = 2™ + 2™ + 1 jest podzielny przez tréjmian T'(x) = 22 + x + 1.

Zadanie 898 zaproponowal pan Witold Bednarek z fodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

889. Ciag (a1,...,an), dlugosci N, ma wyrazy a, € {2,3,5}, z suma a1 + ...+ any = A. Niech

by = apap41ak+2ak+3 (gdzie, cyklicznie, any; = a;). Zakladamy, ze kazda z liczb by, ..., by dzieli
sie przez 30. Przyjmujac jako znane wartosci N, A (dla ktérych istnieje co najmniej jeden ciag (ag)
o podanych wlasnosciach) wyznaczyé wszystkie mozliwe wartosci sumy B = by + ...+ bn.

890. W czworokacie wypuklym ABCD przekatne przecinaja si¢ w punkcie P; boki BC' i DA nie

sa réwnolegtle, a ich symetralne przecinajg sie w punkcie Q (réznym od P), lezacym wewnatrz
czworokata. Trojkaty BQC i DQA sa podobne. Udowodnié, ze prosta PQ zawiera dwusieczne katow
APB i CPD.

889. Podzielnosé 30|by oznacza, ze w kazdej czwoérce kolejnych wyrazdéw

Ak, Of41, Ak+2, Ak+3 S3 obecne liczby 2, 3,5 oraz — powtdrnie — jeszcze jedna z nich;
nazwijmy ja cx. Wowcezas by, = 30ck, zas ar + ax41 + Gpt2 + ak+s = 10+ ¢y.
Stad

N N N

B=Y by =30 ¢ =30 (ar+ ars1 + arp2 + arps — 10) = 30(44 — 10N).
k=1 k=1 k=1

Jest to jedyna mozliwa warto$¢ sumy B.

890. Z okreslenia @ wynika, ze trojkaty podobne BQC i DQA sa
rownoramienne: @B = QC, QD = QA. Oznaczmy ¥QBC = xQCB = xQAD =
XQDA = «. Niech R bedzie drugim (poza @) punktem przeciecia okregdw
opisanych na tych tréjkatach. Przyjmijmy (b.s.o.), ze proste BC i DA przecinaja
si¢ w punkcie lezgcym na pdéiprostych BC™ i AD™; wéwcezas punkt R lezy

w obszarze kata wypuklego CQD (nie jest mozliwe, by punkt C lub D lezal

na ,krétkim” tuku QR jednego z rozwazanych okregéw, bo to by sie kldcito

z wypuklodcia czworokata ABCD). Mamy wiec konfiguracje, jak na rysunku.

W okregach BQC i DQA widzimy katy wpisane:
XBRQ = xBCQ =a, xCRQ=7m—-xCBQ =7m—aq,
XARQ = xADQ =a, ¥xDRQ=7m—<DAQ =7 — .
7 pierwszej 1 czwartej réwnosci wynika, ze punkt R lezy na odcinku BD; za$
z drugiej i trzeciej — ze R lezy na odcinku AC. To znaczy, ze R jest punktem P
z tresci zadania. Réwnosci pierwsza z trzecig pokazuja, ze prosta QR polowi

kat ARB; za$ druga z czwarta — ze ta prosta polowi kat CRD. Zwazywszy, ze
R = P, mamy to, co nalezalo udowodni¢.

Inna metoda (szkic): stosujemy inwersje o srodku @ (i dowolnie ustalonym
promieniu dodatnim). Pélproste QA™, QB~, QC~, QD~, QP przechodza
kazda na siebie. Obrazami punktéw A, B, C, D, P sa punkty, ktore oznaczymy
A* B*,C*, D*, P*, lezace odpowiednio na tych pélprostych. W mocy pozostaja
rownosci QB* = QC*, QD* = QA*. Obrazem prostej AC' jest okrag QA*C*, zas
prostej BD — okrag QB*D* (kazdy z nich z usunietym punktem Q). Punkt P*
lezy na obu okregach.

Mamy udowodnié, ze prosta QP tworzy rowne katy z prostymi AC

i BD. Inwersja zachowuje réwnosé katow, wiec wystarczy wykazac, ze

prosta QP* tworzy réwne katy z okregami QA*C* i QD* B*. Poniewaz
XB*QC* = xD*QA* =: ¢, obrét o kat ¢ wokdt @ przenosi tréjkat QA*C*

na tréjkat QD* B*. Zatem te trojkaty sa przystajace — okregi na nich opisane
tez sg przystajace — sa wiec symetryczne wzgledem wspdlnej cieciwy QP*. Stad
wymagana rownosé katow i teza zadania.
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Klub 44 F Zadania z fizyki nr 794, 795

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

794. Z soczewki skupiajacej o ogniskowej f = 50 cm i érednicy D =5 cm wycieto
srodkowy pasek o szerokosci 5 mm, a pozostale czesci zlozono ze soba (rys. 1).
W odlegtosci x = 75 cm od soczewki umieszczono punktowe Zrodlo swiatta
Termin nadsylania rozwiagzan: 31 V 2025  monochromatycznego S. Korzystajac z przyblizenia matych katow, znalezé
maksymalna liczbe prazkow obrazu interferencyjnego, jaka moze powstaé na
ekranie za soczewka. Dtugoéé fali $wietlnej A = 5- 107 m.

795. Izolowana metalowa poczatkowo nienaladowang plytke oswietlano

w czasie T $wiatlem nadfioletowym. W wyniku tego z plytki wyleciata chmura
Dl+—fla 51 D-a elektronéw, ktérych predkosé poczatkowa byta prostopadta do ptytki i miata
wartos¢ vg. Calkowita liczba elektronéw, ktére wylecialy z jednostki powierzchni,
wynosi n, elektron ma tadunek e i mase m. Znalezé grubosé chmury h po
Rys. 1 czasie t od zakoriczenia naswietlania (rys. 2).

Rozwigzania zadan z numeru 11/2024
Przypominamy tre$é¢ zadan:

786. Koralik o masie M moze §lizga¢ si¢ bez tarcia po prostym poziomym precie. Do koralika
przywiazana jest lekka nierozciagliwa nitka o diugosci I. Nitke ciagniemy za swobodny koniec
tak, ze jego predkosé przez caly czas skierowana jest wzdluz nitki i ma warto$é vg (rys. 3). Jaka
Rys. 2 sila ciggniemy w chwili, gdy nitka tworzy z pretem kat a? Podczas ruchu nitka znajduje sie

w plaszczyznie poziomej.

787. Nieprzewodzace ciepla naczynie polaczone jest za pomoca dwéch malych jednakowych

o otworkéw z dwoma pojemnikami zawierajacymi hel w stanie gazowym (rys. 4). W obu pojemnikach
podtrzymywane jest jednakowe ci$nienie p, w jednym z nich podtrzymywana jest temperatura 7',
w drugim 27'. Znalezé cidnienie i temperature w srodkowym naczyniu w stanie réwnowagi.

786. Ni¢ jest nierozciaggliwa, zatem predkosci wszystkich jej punktow w danej

Rys. 3 0 chwili sa jednakowe. Gdy kat miedzy nitka a pretem wynosi «, predkosé koralika
jest réwna u = vg/cos a. Jego przyspieszenie:
(1) a = du/dt = utga(da/dt).
” W malym przedziale czasowym At koralik przebywa droge uAt, koniec
nici przemieszcza sig o voAt (rys. 5). Zgodnie z twierdzeniem sinuséw
p, T 7 p, 2T ult/sin(Aa) = I/sin a. Uwzgledniajac, ze kat Aa jest maly, otrzymujemy
do/dt = usin /1 i zgodnie z a = (vosin)®/(l cos® o). Szukana sila, jaka
” ciagniemy koralik, dana jest wzorem:
Rys. 4 F = Ma/cos o = M(vgsina)?/(l cos* a).
787. W stanie réownowagi liczba czasteczek w srodkowym naczyniu nie zmienia
sie, czyli liczby czasteczek wpadajacych do tego naczynia w jednostce czasu
u ut-Au z lewej i prawej strony oraz opuszczajacych je sa sobie rowne:
S bt e (2) Ni + N, = N.
! l N; jest proporcjonalne do liczby czasteczek w jednostce objetodci n; w lewym
vo AL naczyniu oraz do éredniej predkosci ich ruchu cieplnego vy, ktéra z kolei jest
Rys. 5 proporcjonalna do v/T. Z réwnania Clapeyrona n ~ p/T, zatem Ny = ap/\/T,
« to wspdlezynnik proporcjonalnosci. Analogicznie No = ap/ V2T,
N = 2ap, /T, gdzie p, jest szukanym ci$nieniem, energia przypadajaca na czasteczke jest proporcjonalna

a T, temperatura w srodkowym naczyniu. Podstawiajac ~ do temperatury, zatem N1T + No2T = 2NT,,
otrzymane wyrazenia do (2), otrzymujemy réwnanie:
ymane wy ymujemy (4) VT + V2T = 2p,/T,.

(3) p/ﬁ+p/V2T:2pz/\/Tzr~ . . , , .
W stanie rownowagi nie zmienia si¢ réwniez catkowita Rozwigzujge uklad réwnat (), (@), otrzymujemy:

energia czasteczek w srodkowym pojemniku. Srednia T, =TV?2, Dy = p(\/§ + 1) /2 V2.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

21



