Zadanie. Dwaj rowerzysci znajduja sie na tej samej

drodze w odlegtoéci 20 km i zmierzaja w swoim kierunku,
kazdy z predkoscia 10 km/h. Mucha startujaca od jednego
rowerzysty leci w kierunku drugiego z predkoscia 15 km/h.
Po dotarciu do niego mucha zawraca i kontynuuje lot

w kierunku pierwszego, i tak dalej. Ile kilometréw przebedzie
mucha, zanim rowerzy$ci sie spotkaja?

W obu rozwiazaniach przyjmiemy, jak to sie zwykle czyni,
ze mucha i rowerzyéci sa punktami materialnymi, cho¢ dla
tych drugich jest to nieco trudniejsze. Bedziemy réowniez
wyrazaé droge, czas i szybkosé zawsze w — odpowiednio —
kilometrach, godzinach i kilometrach na godzine.

Pierwszy sposéb jest bardzo naturalny — bedziemy sumowali
dlugosci a1, az,as, ... kolejnych odcinkéw, ktére przebywa
mucha pomiedzy ,odbiciami” od rowerzystéw. Przez A, B, M
oznaczymy (zmieniajace si¢) polozenia rowerzystéw oraz
muchy. Zalézmy, ze w pewnej chwili mucha wyrusza na n-ty
odcinek swej drogi, ruszajac od rowerzysty A, i przyjmijmy
s:=|MB| = |AB|. Suma predkoséci M i B wynosi 25,
spotkanie M i B nastapi zatem po czasie s/25. Wtedy M
przebedzie droge a, = 15 - 5/25 = 3s/5 (dla pewnego n),

a odleglo$é |AB| spadnie do s’ = s/5. Analogicznie obliczajac,
otrzymamy a,+1 = 3s'/5 = a, /5, mamy wigc do czynienia

z ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢ = 1/5. Poniewaz

a1 = 3-20/5 = 12, wystarczy skorzystaé¢ ze wzoru na

sume zbieznego ciggu geometrycznego, by otrzymad

S =5 =15

Drugi sposéb polega na wykorzystaniu sztuczki. Mucha leci
ze stala szybkoscig 15 km/h az do spotkania rowerzystéw,
ktére nastapi po godzinie. Wynika z tego, ze mucha
przebedzie 15 kilometréow.

Wedlug autora biografii John von Neumann po uslyszeniu
tego zadania natychmiast udzielil prawidtowej odpowiedzi.
To bardzo rozczarowato rozméwce, ktéry burknat pod
nosem, ze von Neumann znal sztuczke juz wczesniej

i dlatego rozwiazal zadanie tak szybko. Ten za$
odpowiedziatl, ze nie uzyl zadnej sztuczki, tylko zsumowat
wyrazy ciagu geometrycznego. .. Nie mozna wykluczy¢, ze
byta to prawda, biorac pod uwage to, jakim blyskotliwym
rachmistrzem byl John von Neumann. Wiemy jednak, ze
charakteryzowata go rowniez wesoloéé i poczucie humoru,
wiec rownie dobrze moégl by¢é to niezwykle zreczny zart.

Tu musze wtraci¢ z gorliwoécig telemarketera: uwaga

na tanie podrébki! Rézne wersje tej anegdoty kraza po
Internecie. Trolle nie $§pia! W mojej ulubionej (na pewnym
portalu matematycznym, ktérego nazwe poming) zamiast
Johna von Neumanna wystepuje Leonhard Euler, a zamiast
rowerow sa pociagi; tylko mucha sie zgadza — i lata, az
zostanie zmiazdzona w impecie zderzajacych si¢ lokomotyw.
A teraz uwaga: pociagi sa odlegle od siebie o 60 km
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Jubileuszowy kacik zobowiazuje do czegos wyjatkowego.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

W biografii Johna von Neumanna [+] mozna znalez¢ anegdote zwiazang z nastepujacym
zadaniem i jego dwoma rozwigzaniami.

i poruszaja sie z szybkoscia 60 km/h, a mucha — 20 km/h.
Gdy Euler zyl, pociagi poruszaly sie raczej z chyzoscia
dryfu kontynentalnego (niektére polaczenia w Polsce do dzi$
trzymaja sie tej tradycji). Musca domestica osiaga 8 km/h,
wiec mucha z zadania byta pewnie nieco poddenerwowana
perspektywa catej tej zabawy, skoro wycisneta 250% normy.
Ktéz by nie byl? Jednak tylko ona wyjdzie z tego calo!
Zwréémy uwage, ze mucha porusza sie wolniej niz pociag,
wiec nie zdazy dolecie¢ na czas do miejsca zderzenia. A co
do przedstawionych wyzej rozwiazan — pierwszy sposéb
bedzie nieskuteczny, gdyz mucha nie odbije sie od drugiego
pociagu; drugi sposob da nam odpowiedz, ze do momentu
zderzenia pociagéw mucha przebedzie 10 km.

Matematycy kochaja obliczanie réznych rzeczy na dwa
sposoby — czesto przynosi to jakie$ korzysci. Tu mamy

dwa istotnie rézne rozwiazania tego samego zadania.
Przypuéémy, ze rowerzysci A i B znajduja sie w odlegtoéci s
i kazdy z nich porusza sie w strone drugiego z szybkoscig v —
5-- Mucha zaczyna podréz
z ramienia rowerzysty A i porusza sie w kierunku czota

spotkaja sie¢ woéwczas po czasie

rowerzysty B z szybkoscig V' > wv.

Wedtug drugiego sposobu mucha do momentu spotkania

rowerzystéw przebedzie dystans S = %

W pierwszym sposobie otrzymamy a; = oraz q = L=U

sV

Vo Vo
Poréwnajmy te wyniki: 4 = VQLJ =1 — g, wobec czego
S = 1. Wyglada znajomo? Oczywiscie! Otrzymalismy

przeciez réwnosé

(G) a1+a1q+a1q2—|—...:S:

ai

1—¢q’

czyli wlagnie wyprowadziliSmy w prostolinijny (a moze
prostoliniowy) sposéb wzér na sume nieskoriczonego,
zbieznego szeregu geometrycznego o ilorazie g € (0,1).

Wzér (G) tradycyjnie wyprowadza sie za pomoca obliczenia
odpowiedniej granicy:

n—1
E — E k _
ar = a1 q =aig-
k=0

k=1

1—q"
1—g¢q

n—oo A1

1—gq’

czyli w istocie wykorzystujemy fakt, ze ¢" — 0, gdy |q| < 1.
W metodzie ,fizycznej” obywamy sie bez tego! Jest tylko
jedna granica, ukryta w definicji

oo n

> = Jim (3 ).

k=1 k=1
Tej nie da sie pominaé.

I tylko nikomu nie zal biednej muchy, ktérej po tych
karkotomnych eksperymentach poteznie zakreci sie

w glowie. ..

[*¥] Norman Macrae, John von Neumann: The Scientific Genius

who Pioneered the Modern Computer, Game Theory, Nuclear
Deterrence, and Much More, 1992



