Obliczenia pdl i objetosci — trzy metody geometryczne
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Archimedes z Syrakuz (ok. 287-212 p.n.e.)
— jeden z najwybitniejszych umystéow
matematycznych w historii. Urodzil sie

i zmart w Syrakuzach. Poza matematyka
zajmowal sie¢ rowniez fizyka i inzynieria.
W swoich czasach wstawil sie dzigki
wynalazkom mechanicznym — tzw. srubie
Archimedesa do pompowania wody,
dzwigni, planetarium (bardzo dokladnie
odtwarzajacym ruchy cial niebieskich)
oraz maszynom wojennym, ktére
przerazaly rzymskich Zolnierzy podczas
oblezenia Syrakuz (oblezenie to
przyniosto $mieré Archimedesowi).
Niestety tylko niektére dzieta
Archimedesa przetrwaly do naszych
czaséw. Nalezy do nich wazny traktat
zatytulowany ,Metoda”, ktéry zostal
ponownie odkryty dopiero w 1906 roku,
w Konstantynopolu, praktycznie przez
przypadek — w palimpsescie powstatym
w roku 1229. W tym traktacie
Archimedes szczegétowo opisal swoja
metode dZwigni. Historia wspomnianego
palimpsestu (zawierajacego takze inne
traktaty Archimedesa) i metody uzyte do
jego prawidlowego odczytania sa
przedstawione w bardzo ciekawej ksiazce
Reviela Netza i Williama Noela [4].
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Najwieksze pomysty cechuje prostota
William Golding

Obliczanie pdl figur plaskich i objetosci bryl, nawet w prostych przypadkach,
bywa czasem dosé klopotliwe, np. wtedy, gdy tatwo jest napisa¢ calke
wyrazajacg pole figury, ale samo obliczenie tej calki jest niebanalne.
Zagadnieniem metod obliczania pol i objetosci zajmowato sie wielu wybitnych
matematykow, poczawszy od czasow starozytnych az po nam wspodltczesne.

W tym artykule przedstawiamy trzy geometryczne podejécia do wyznaczania pol
i objetosci opracowane w réznych epokach: podejécie Archimedesa (III w. p.n.e.),
Cavalieriego (XVII w.) oraz Mamikona Mnatsakaniana (XX w.).

Metoda I — podejscie Archimedesa. Archimedes uwazany jest za jednego
z twércow statyki i hydrostatyki. Obliczyl on érodki cigzkosci wielu waznych
figur geometrycznych i bryl, miedzy innymi tréjkata, trapezu, dowolnego
wycinka paraboli i segmentu paraboloidy obrotowej. Swoje wyniki dotyczace
statyki zawarl w dzielach O réwnowadze plaszczyzn i Kwadratura paraboli.

Prawo dZwigni, sformutowane przez Archimedesa, jest jednym z praw réwnowagi,
nalezy do statyki i mowi, ze:

Wielkosci sqg w réwnowadze w odleglosciach odwrotnie proporcjonalnych do ich
wag.

Jezeli po obu stronach dzwigni umiescimy masy, odpowiednio, m i m/,

a odleglosci ich érodkéw ciezkosci od punktu podparcia dzwigni, odpowiednio,
dg i dg, sa do siebie w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do stosunkéw tych
mas:

(1)

to dzwignia pozostaje w rownowadze statyczne;j.

ds m’

ds/ o m’

Jedli przyjmiemy, ze obie masy maja te sama stala gestosé, to m’/m =V'/V,
gdzie V' i V sg objeto$ciami mas, odpowiednio, m’ i m. Zatem
ds V'
(2) ==
dg: 1%

Gdy rozwazamy wyidealizowany problem dwuwymiarowy, objetosci V' i V
zamieniamy na pola A’ i A dwéch figur plaskich.

Powyzsza zasade mozna wykorzysta¢ w celu wyznaczania pol i objetosci

w nastepujacy sposéb (por. [2]). Przypusémy, ze R i S to dwa obszary lezace
wzdluz tego samego odcinka osi poziomej (rys. 1). Majac dane pole A(S) oraz
srodek ciezkosci cg obszaru S, pytamy o pole A(R) obszaru R.

Obszary R i S sg wypelnione liniami pionowymi, odpowiednio, [ i I’

PR N tak, ze kazda linia [ (odp. I’) jest zawarta w obszarze R (odp. 5),

a kazdy punkt obszaru R (odp. S) nalezy do dokladnie jednej linii

| N /n///’/

| | ‘ (odp. I').

! o T ! Przypusémy, ze istnieje taka stata k, ze dla kazdej pionowej linii

g ‘ l fs w odleglosci  od punktu O, przecinajacej obszary R i S w odcinkach
Tl o diugosciach [ i I', odpowiednio, spelniona jest relacj
s v " gosciach [ i I’, odpowiednio, spelniona jest relacja
By

Rys. 1

Wéwcezas z prawa dzwigni wynika, ze odcinek [ umieszczony
w punkcie P, w odlegtosci k od punktu podparcia O, réwnowazy
odcinek I’ w miejscu, w ktérym sie znajduje.
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Bonaventura Francesco Cavalieri
(1598-1647). Wioski matematyk
i astronom. Studiowal na uniwersytetach
w Pizie i w Bolonii. Byl uczniem
Galileusza. Zajmowal si¢ gtéwnie
geometrig. Jako pierwszy zaczal stosowad
metody nieskoniczenie matych elementéw
do obliczania pdl powierzchni i objetosci

Zatem jesli obszar R zostanie umieszczony tak, aby jego $rodek cigzkosci znalazt
sie w punkcie P, to zréwnowazy on obszar S w miejscu, w ktorym si¢ znajduje,
co prowadzi do réwnania

ko A(S)

w5 A(R)
gdzie zg to odleglosé srodka ciezkosci cg obszaru S od punktu O. Znajac A(S),
xg oraz k, z powyzszego réwnania obliczamy szukana wielko$é A(R).

Przyktad 1. Obliczenie pola pod parabolg. Wezmy za R obszar ograniczony
przez parabole y = 22, 0§ OX oraz prostg x = 1. Niech S bedzie tréjkatem
o wierzchotkach w punktach (0,0), (1,0), (1,1), ktérego pole powierzchni wynosi
A(S) = %, a srodek ciezko$ci ma pierwsza wspolrzedng zg = %
Mamy [ = 22, a I’ = z, zatem mozemy przyjaé¢ k = 1 i otrzymujemy 1- 22 =z - 2.
Oznacza to (przy zalozeniu, ze 0§ OX jest dZwignia podparta w punkcie (0, 0)),
ze gdybysmy przesuneli obszar R pod parabola tak, aby jego srodek ciezkosSci
znalazt sie w punkcie P o wspdlrzednych (—1,0), to zréwnowazylby on tréjkat
w miejscu, w ktorym sie znajduje. Otrzymujemy zatem:
1 2 1

A(R) = A(S) - x5 = 53~ 3
W celu wykorzystania tej metody do wyznaczenia objetosci bryl nalezy zastapic
dlugoéci odcinkéw polami powierzchni przekrojéw poprzecznych. Jako ilustracje
przytoczymy jeden z najwazniejszych wynikéw otrzymanych przez Archimedesa.

Przyklad 2. [2] Obliczenie objetosci kuli. Konstrukcje rozpoczynamy od
narysowania okregu z2 + y? = 72 przecinajacego o§ OX w punkcie P = (r,0).
Nastepnie rysujemy prostokat K LM N, ktérego srodek ciezkosci umiejscowiony
jest w srodku uktadu wspoélrzednych. Jego podstawa ma dlugosé d = 2r,

a jego wysokos¢ jest réwna h = 2d. Rysujemy réwniez tréjkat K NP. Przez
obrét tych figur wokot osi OX otrzymujemy bryty: kule S, stozek C oraz

walec Z. Zauwazmy, ze otrzymane bryly zbudowane sg z dyskéw prostopadlych
do osi OX. Dla przyktadu, przekroj ptaszczyzna prostopadla do osi OX,
przechodzaca przez punkt A = (z,0) przecina kule — tworzac koto S, o promieniu
AC =y = V1r? — 22, stozek — tworzac koo C, o promieniu AB = r — x oraz
walec — tworzac kolo Z, o promieniu AD = d = 2r. PrzeprowadZmy rachunki:

d-[A(S2) + A(Cy)] = 7d - [y? + (r — z)?]
=nd-[(r® = 2®) + (r = 2rz + 2?)]

Mamy zatem

co oznacza, ze jesli przyjmiemy, ze 0§ OX jest dzwignia z podparciem

w punkcie P, oraz umie$cimy kola S, i C,, w punkcie @ = (3r,0), to razem
zrownowaza koto Z, w miejscu, w ktorym sie znajduje. To prowadzi do wniosku,
ze jedli kule S oraz stozek C umiescimy tak, aby ich srodki cigzkosci znalazty
sie w punkcie @, to razem zréwnowaza one walec Z w miejscu, w ktérym sie
znajduje. Zatem zasada dzwigni implikuje relacje:

o - [V(S) + V(C)] =1 V(2).

Podstawiajac znane objetosci V(C) = 17d? oraz V(Z) = nd®, obliczamy objetosé

3
kuli o promieniu 7:
1 4
V(S) = —md® = —mr3.
Metoda IT — podejscie Cavalieriego. Bonaventura Cavalieri spopularyzowal
swoja metode w dwéch pracach, Geometria indivisibilibus z 1635 roku oraz
Ezercitationes geometricae sex z 1647 roku. Opiera sie ona na zasadzie znanej

jako twierdzenie Cavalieriego.
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Wiecej przykladéw zastosowania zasady
Cavalieriego mozna znalezé w artykule
Jarostawa Gérnickiego z Ab.

Mamikon Mnatsakanian (po lewej),
Tom M. Apostol (po prawej)

Mamikon Mnatsakanian (1942-2021).
Ormianski fizyk, ktéry na metode
»caltkowania wizualnego” wpadl w trakcie
studiéw. Pomyst ten jednak przez wiele
lat nie zostal zauwazony i doceniony.
Dopiero w trakcie pobytu Mamikona

w USA prof. Tom M. Apostol dostrzegt
w jego metodzie potencjal i wspdlnie
zaczeli si¢ nig zajmowac i rozwijac.
»Jako nauczyciel rachunku
rézniczkowego z ponad 50-letnim stazem
i autor kilku podrecznikéw na ten temat
bylem zdumiony, gdy dowiedzialem sie,
ze wiele standardowych problemdéw

w rachunku rézniczkowym mozna tatwo
rozwiqgzad za pomocq innowacyjnego
podejscia wizualnego, ktére nie korzysta
ze wzoréw”. — Tom M. Apostol

Twierdzenie Cavalieriego. [2] Jesli dwie bryly majq te wilasnosé, ze ich
przekroje wszystkimi plaszczyznami rownoleglymi do jednej, z gory ustalonej
plaszczyzny majg te same pola, to te bryly majg rowne objetosci. Jesli przekroje
na rownych wysokosciach sq w stalym stosunku, to objetosci tych bryl rowniez sq
w tym stosunku.

Przyktad 3. Obliczenie objetosci stozka. Zauwazmy najpierw, ze mozemy latwo
wyznaczy¢ pola powierzchni przekrojow stozka oraz ostrostupa na dowolnej
wysokosci. Mamy (patrz rys. 4)

nrlz? z?
A(Cy) = 2 oraz  A(Py) = e
Poniewaz stosunek tych pol na dowolnej wysokosci jest staly i nie zalezy od =,
A
C)_ 2
A(P,)

wiec, na podstawie twierdzenia Cavalieriego, stosunek objetoéci bryt jest taki
sam. Znajac objeto$¢ ostrostupa (V(P) = % -1+ h), latwo teraz wyznaczamy
objetos¢ stozka:

KEICD; =7mr? = V(C) = nr*V(P) = gw%.
Metoda TIT — podejscie Mamikona. Przytoczymy tu tylko jeden
z calej bogatej kolekcji pomystéw Mamikona Mnatsakaniana, odsylajac
zainteresowanego Czytelnika do dalszej lektury [1]. Przedstawiony tu pomyst
ma zrédlo w prostej obserwacji. Zastanéwmy sie, ile wynosi pole powierzchni
pierécienia zawartego pomiedzy dwoma okregami o wspdélnym srodku, w ktérym
dlugosé cieciwy wiekszego okregu, stycznej zewnetrznie do mniejszego okregu,
wynosi a?

Rys. 5 i | Rys. 6

Standardowy rachunek jest prosty, odpowiedz to (przy oznaczeniach z rys. 5):
2
a
TR? — 7r? = m(R? — r?) = 7r(2> ,

gdzie w ostatniej rownosci skorzystaliSmy z twierdzenia Pitagorasa. Pole to nie
zalezy zatem od promieni okregéw, a jedynie od dlugodci cieciwy stycznej do
wewnetrznego okregu. Obserwacja ta stala sie przyczynkiem do rozwazan na
temat wyznaczenia tego pola w inny sposob.

1

Wyobrazmy sobie, ze polowa wspomnianej cieciwy jest wektorem Lo dtugosci
L = 3, ktéry obracamy woké6! mniejszego okregu tak, ze w kazdym miejscu

jest on styczny do tego okregu. Wykonujac pelny obroét, zakreslimy caly
interesujacy nas obszar. Mamikon spostrzegl, ze po zaczepieniu wszystkich tych
wektoréw w jednym punkcie otrzymamy koto o promieniu réwnym dtugodci
obracanego wektora i polu réwnym 7L? (rys. 6). Pole to jest oczywiscie réwne
polu rozwazanego pierécienia (zauwazmy, ze to rozumowanie nie wymaga uzycia
twierdzenia Pitagorasa).

Powyzsza sytuacje mozemy zinterpretowaé¢ w ramach mechaniki Newtona jako
szczegblny przypadek ogdlniejszego twierdzenia méwiacego o tym, ze hodograf
predkosci ruchu po elipsie w polu Newtonowskim z centrum w jednym z jej
ognisk jest okregiem o promieniu r = Y214 gdzie vp i v4 sa predko$ciami,
odpowiednio, w peryhelium i aphelium ehpsy (por. artykul William Rowan
Hamilton i hodograf z AY,).

Mamikon uogélnit swoje spostrzezenie, formulujac nastepujace twierdzenie,
dotyczace krzywych niekoniecznie zamknietych, do ktérych wektory styczne
nie muszg mie¢ tej samej dlugoéci w kazdym punkcie krzywe;j.
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Twierdzenie Mamikona pozostaje
prawdziwe réwniez dla krzywych
w przestrzeni trojwymiarowej.

Rys. 7

S
T
0 xz/2 z
(b)
x/2 T

Rys. 9

Metode Mamikona mozna réwniez
odnalezé w artykule W ktorg strone
jechal rower? z Agz
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Twierdzenie Mamikona (postaé¢ ogélna). Pole zakreslenia stycznego dla
dowolnej gladkiej krzywej jest rowne polu jego peku stycznego.

Przez ,zakredlenie styczne” rozumiemy obszar ztozony z roztacznych odcinkéw
stycznych do krzywej, a przez ,,pek styczny” — zbiér powstaly przez takie
przesuniecie owych odcinkéw, by pozostaly one roztaczne i pokryly sie punkty
ich stycznoéci do krzywej. Na rysunku 6 widzimy przyklad zakreslenia stycznego
do wewnetrznego okregu po lewej stronie i jego pek styczny po prawej stronie
rysunku. Wspomniany wyzej hodograf predkosci dla ruchu po elipsie w polu
Newtonowskim jest nastepnym przykladem peku stycznego, takze bedacego
okregiem (rys. 7). Tym razem zakreslenie styczne sklada sie z wektoréw o réznej
dtugosci.

W celu zilustrowania powyzszego twierdzenia pokazemy dwa przyklady
dotyczace krzywych na plaszczyznie.

Przyktad 4. Wyznaczenie pola powierzchni pomiedzy wykresem funkcji
eksponencjalnej a osig odcietych w granicach od minus nieskonczonosci do
ustalonego x. W celu zrozumienia rozwigzania wazne jest zauwazenie, ze dla
funkcji y = e? odcinek laczacy dowolny punkt (x,0) na osi odcietych z miejscem
przeciecia tej osi ze styczng do wykresu funkcji w punkcie (z,e? ) ma stala
dlugosé réwna b (patrz rys. 8).

Zauwazmy, ze przenoszac wszystkie odcinki styczne do miejsca przecigcia
stycznej do krzywej w punkcie (z,e?) z osia OX, zapeliamy tréjkat prostokatny
o przyprostokatnych dltugosci b i e?. Trojkat ten wypelnia zatem polowe pola
powierzchni pod wykresem, ktére wobec tego musi byé¢ réwne 2 - %be% = bet.

Przyklad 5. Wyznaczenie pola powierzchni pomiedzy wykresem funkcji ™
a osig odcietych w granicach od zera do ustalonego x. Dla ustalenia uwagi
przyjmiemy n = 2 (dla innych poteg rozumowanie jest analogiczne).

Zauwazmy, ze figura, ktérej pola szukamy, zawarta jest w prostokacie o bokach
réwnych z i 22, zatem na pewno jest to czesé pola powierzchni tego prostokata
réwnego P = x3. Archimedes jako pierwszy obliczyl, przy pomocy metody
dzwigni, ze pole to wynosi %P (patrz przyklad 1). Ponizej pokazemy, jak mozna
uzyskac¢ ten wynik w do$é prosty sposoéb, oparty na elementarnym podejsciu
geometrycznym. To, co bedzie nam potrzebne, to fakt, ze styczna do paraboli

w punkcie o odcigtej o przecina o OX w punkcie o odcietej 3 (= z — %)
Styczna ta dzieli nasza figure na dwie czesci, na rysunku oznaczone przez S
oraz T. Figura S powstaje przez narysowanie wszystkich odcinkéw stycznych do

paraboli i konczacych sie na osi OX.

Przedluzmy teraz odcinki tworzace obszar S do przecigcia z osia OY (rys. 9b).
7 wczesniejszej obserwacji dotyczacej ich punktu przeciecia z osig OX wynika,
ze W ten sposéb kazdy z nich zostal przeskalowany przez t = 2. Z twierdzenia
Mamikona i twierdzenia o jednoktadnosci wynika, ze zakreskowany obszar

ma pole powierzchni réwne t2A(S) = 4A(S). Dlatego obszar pod osia OX

ma powierzchnie réwna 3A(S). Jednoczesnie obszar ten jest przystajacy

do obszaru T'. Zatem A(T) = 3A(S) oraz 4A(T') = P, skad otrzymujemy
A(TUS) = 1P =1a5

Wszystkie powyzsze obliczenia mozna tatwo otrzymad, korzystajac z rachunku
catkowego w ujednolicony sposéb, do$¢ mechanicznie i prawie bez zadnego
naktadu myslowego. Pokazuje to site rachunku catkowego, w ktérym
rozumowanie jest ukryte w ,,czarnej skrzynce”, a do nas nalezy wlozenie danych,
»pokrecenie korbka” i wyjecie gotowego wyniku. Jednak ten brak naocznosci
Leibnizowskiej wersji rachunku rézniczkowego i catkowego byt jedna z przyczyn,
dla ktérych Isaac Newton napisal Principia w jezyku geometrii starozytnych

i geometrycznej wersji tegoz rachunku. Dzisiaj, w Swiecie mechanizacji
my$lenia, w ktérym palec (od naciskania klawiszy lub ekranu) boli nas czesto
bardziej niz glowa, przypomnienie wartosci piekna, prostoty i gltebi rozumowan
geometrycznych staje sie coraz cenniejsze, nie tylko w dydaktyce matematyki

i fizyki.
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