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Zadania z fizyki nr 792, 793
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

792. N = 100 jednakowych kulek o $rednicy d = 0,1 mm znajduje sie

w ustawionym pionowo cylindrycznym naczyniu o podstawie S = 1 m? pod
nieruchomym ttokiem, ktéry znajduje si¢ na wysokosci o = 1 m. Kulki poruszaja
sie chaotycznie ze $rednia predkoscia kwadratowa vy = 100 m/s. Tlok zaczeto
podnosié¢ z predkoscia u = 1 m/s i zostal on zatrzymany na wysokosci 2h. Jaka
$rednia predkos¢ kulek ustalila sie po dlugim czasie? Nie ma strat energii
mechanicznej podczas zderzen, nie uwzgledniamy sity grawitacji.

793. Do zrédtla o sile elektromotorycznej U = 1,5 V i zaniedbywalnym oporze
wewnetrznym dolaczono dlugi tancuch jednakowych amperomierzy i taka sama
liczbe jednakowych woltomierzy (rys. 1). Opér wewnetrzny amperomierza
wynosi r = 1 €2, woltomierza 10 k). Jakie sa wskazania pierwszego i drugiego
amperomierza? Ile wynosi suma wskazan wszystkich amperomierzy oraz suma
wskazan wszystkich woltomierzy w lancuchu?

Rozwiazania zadan z numeru 10/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

784. Szklany pryzmat o malym kacie tamigcym ¢ umieszczono w pewnej odleglosci od cienkiej
soczewki skupiajacej o ogniskowej f tak, ze jedna z powierzchni pryzmatu jest prostopadia do osi
optycznej soczewki. Po drugiej stronie soczewki, w jej ognisku znajduje sie punktowe zrédlo swiattla.
Promienie odbite od pryzmatu po zalamaniu w soczewce daja dwa obrazy zrédla swiatlta oddalone
od siebie o d. Znalezé wspoélezynnik zalamania szkta, z ktérego wykonano pryzmat.

785. Kondensator ptaski, ktérego powierzchnia okladek jest duzo wieksza od odlegltosci miedzy
nimi, podlaczony jest do Zrédla o sile elektromotorycznej £ i umieszczony w jednorodnym polu
elektrycznym o natezeniu E. Linie pola sg prostopadle do powierzchni oktadek kondensatora

(rys. 2). Jaka prace trzeba wykonaé, aby obrécié¢ ten kondensator o kat m wokél osi prostopadtlej

do wektora E?
784. Musimy rozwazy¢ dwa przypadki:

1) Scianka pryzmatu blizsza soczewki jest prostopadla do jej osi optycznej
(rys. 3).

Rownolegla wigzka promieni odbita od blizszej $cianki skupia sie w ognisku
soczewki, w ktorym znajduje sie Zzrodlo. Promienie odbite od dalszej Scianki
tworza po wyjsciu z pryzmatu wiazke nachylona pod katem a do osi optycznej
i skupiaja sie w plaszczyznie ogniskowej, w odlegltoéci d = f tg o od ogniska.

Z prawa zalamania sin o/sin (2¢) = n.

W przyblizeniu matych katéw d = fa = 2pnf.

2) Scianka pryzmatu dalsza od soczewki jest prostopadla do jej osi optycznej
(rys. 4).

Promienie odbite od blizszej $cianki sg nachylone do osi
optycznej pod katem 2¢ i po przejsciu przez soczewke
tworza obraz w plaszczyznie ogniskowej, oddalonej

od ogniska o d; = ftg (2¢). Promienie odbite od
dalszej Scianki po wyjsciu z pryzmatu tworza wiazke
odchylong w druga strong o kat 8 = a — ¢ i po przejsciu
przez soczewke skupiaja sie w plaszczyznie ogniskowej
w odlegloéci do = ftg 0 od ogniska. Spelnione sa prawa
zalamania: sin ¢/sin f = n oraz sin a//sin (2¢ — 8) = n.
Odleglosé miedzy obrazami d = d; + da.

W przyblizeniu malych katéw odleglosé miedzy
obrazami w obu przypadkach jest taka sama, a szukany
wspotcezynnik zalamania

n=d/(2¢f).

785. Wypadkowe pole elektryczne wewnatrz
kondensatora przed i po obrocie ma wartos¢ £/d, zatem
energia pola w tym obszarze nie zmienia sie. Zasada
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zachowania energii w rozwazanym procesie ma postac
Wi+ Wy =0,

gdzie W7 jest szukang pracg sit zewnetrznych, a Wy
pracg zrodla. Oznaczajac przez E; i Fo wartosci
pola elektrycznego wytworzonego przez tadunki na
kondensatorze odpowiednio przed i po obrocie, a przez
d odleglo$¢ miedzy okladkami, mozemy napisacé:

& —Fiyd+ Ed =0, & — FEyd— Ed =0,
St@d E1 = 5/d+ E, E2 = 5/d7 E.

Fadunki na oktadkach o powierzchni S potaczonych
z dodatnim biegunem Zrédla przed i po obrocie
wynosza odpowiednio:

QlZEQS(g/d+E), QQZEQS(g/d—E).
Podczas obrotu z oktadki dodatniej odplywa tadunek
AQ = Q1 — Q2 = 26(pSE, a praca zrddla jest ujemna:
Wy = —2¢9EE. Szukana praca sil zewnetrznych wynosi

W1 = 2805E5.



Czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po zakoriczeniu
roku szkolnego 2023/24
i po sprawdzeniu zadan
780 (WT = 3,01), 781 (WT = 3,31)

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5—43,19

Konrad Kapcia Poznan 2—-42,29
Jacek Konieczny Poznan 40,87
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-34,38
Andrzej

Nowogrodzki Chocianéw  3-27,49
Jan Zambrzycki Bialystok 4-26,81
Pawel Kubit Krakéw 17,21
Krzysztof Magiera FLosiéow 4-13,42
Piotr Adamczyk Bydgoszcz ~ 2-9,03
Ryszard Baniewicz Wtloctawek 2-7,91
Michatl Kozlik Gliwice 5—-6,54
Piotr Laba Bitgoraj 6,36
Stawomir Bué Mystkow 1-5,51
Marian Lupiezowiec Gliwice 34,25
Leon Charkiewicz Koszalin 3,85
Tomasz Rudny Poznan 1-3,34

Hubert Pochlopiei Torun 1,1
Wiktor Garczynski 0,66

Lista obejmuje uczestnikéw ligi, ktérzy
przystali rozwiazanie co najmniej jednego
zadania z rocznika 2022, 2023 lub 2024.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 F w roku szkolnym 2023/2024

Dziewieé¢ zadan z omawianego okresu uzyskalo wspoétczynnik trudnosci wiekszy
od trzech, a pie¢ mniejszy od dwoch.

Nikt nie rozwiazal poprawnie zadania 774 (WT = 3,88), gdzie nalezalo znalezé
gestosé klocka w stanie réwnowagi trwalej, zanurzonego w wodzie tak, ze

jego powierzchnia boczna jest réwnolegta do powierzchni cieczy. Zadanie byto
dosy¢ pracochlonne i czeéé¢ uczestnikéw nadestalo rozwiazania jedynie drugiego
zadania z tej serii, co wplynelo na jego wspétczynnik trudnosci. Nikt nie
podjal proby rozwiazania sposobem ,firmowym”, polegajacym na zbadaniu
momentow sit dziatajacych na klocek przy malym odchyleniu z polozenia
rownowagi. Zaproponowane zostalo poréwnanie polozenia $rodkéw ciezkosci
klocka w réznych stanach rownowagi, ale nie uwzgledniono faktu, ze podczas
zanurzenia klocka przemieszczamy na powierzchnie wode, ktorej miejsce zajmuje
zanurzona czes¢ klocka.

Maksymalnej mozliwej oceny nie uzyskalo zadne z rozwiazan zadania 776
(WT = 3,56). Koralik przymocowany do ustawionej pionowo obreczy za pomoca
dwdéch jednakowych poziomych sprezyn odchylono od polozenia rownowagi
wzdtuz érednicy i puszczono. Zakladajac brak poslizgu, nalezalo znalezé
przyspieszenie obreczy w chwili poczatkowej. Jeden z uczestnikéw podat dwa
rozwiazania tego zadania. Jedno, w ktorym zastosowal réwnania Lagrange’a,
byto poprawne. W drugim wykorzystal prawa ruchu obrotowego, zakladajac,
ze obrecz i kulka tworza jedna bryle sztywna. Dodatkowy blad spowodowal,
ze wyniki obu rozwiazan byly zgodne. Blad polegajacy na zalozeniu, ze
obrecz i kulka maja jednakowe przyspieszenia, pojawit sie tez w kilku innych
rozwiazaniach.

W zadaniu 781 (WT = 3,31) poczatkowo nieruchoma, naladowana czastka
poruszala sie w polu nieruchomej czastki naladowanej przeciwnie oraz

w jednorodnym polu magnetycznym prostopadtym do linii taczacej czastki

w chwili poczatkowej. Znajac minimalng odlegtosé miedzy czastkami, nalezato
znalez¢ warto$é wektora indukeji pola magnetycznego. Najwyzej ocenione
zostalto rozwigzanie Konrada Kapci, chociaz nie byla to ocena maksymalna.
Wypisal on réwnania ruchu czastki we wspélrzednych kartezjanskich, rozwazyt

przypadki o innych warunkach poczatkowych i wykorzystujac analize
numeryczng, zgadl poprawne rozwiazanie.

Zgodnie z tradycja trudnosci sprawialy zadania

z termodynamiki. Nikt nie rozwiazal w pelni poprawnie
zadania 779 (WT = 3,15), gdzie w izolowanym cieplnie
naczyniu ttok byl bardzo szybko podnoszony, a po
ustaleniu sie rownowagi swobodnie opadat. Oba procesy
nie byty kwazistatyczne i nalezalo korzystaé z zasady
zachowania energii, podczas gdy uczestnicy albo

w jednym, albo w drugim procesie korzystali z réwnania
pVer/e = const. Podobnie bylo z zadaniem 770

(WT = 3,5), w ktérym oproéznione i izolowane cieplnie
naczynie zapelniane bylo szybko przez gaz z otoczenia.
Jako jedyny poprawnie rozwigzal to zadanie Tomasz
Wietecha.

T. Wietecha byt tez jedynym autorem ocenionego na

jedynke rozwiazania zadania 765 (WT = 3,4). Nalezalo
w nim znalezé okres matych drgan obreczy nalozonej na
poziomy nieruchomy walec, przy braku poslizgu miedzy
walcem i obrecza.

Zadanie 762 (WT = 3,01) bezblednie rozwiazal
Ryszard Baniewicz. Pytanie bylo o minimalng
energie fotonu potrzebna do utworzenia pary
elektron-pozyton w poblizu spoczywajacego elektronu.
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Zadanie 766 (WT = 3,06) dotyczylo oddzialywania
potéwek réwnomiernie natadowanej, nieprzewodzacej
kuli. Jedynki otrzymali Pawel Perkowski i Tomasz
Wietecha. W zadaniu 780 (WT = 3,01) rozwazane
byto niesprezyste zderzenie kulek zawieszonych na
jednakowych niciach. Bezbtedne rozwiazania przystali
Marian Lupiezowiec i Tomasz Wietecha.

Za rozwiazania tegorocznych zadan najwiecej jedynek
zdobyl Tomasz Wietecha (11), drugie miejsce zajal
Ryszard Baniewicz, trzecie Pawel Perkowski.
Tomasz Rudny zostal w tym roku cztonkiem klubu
44 F, przekraczajac granice 44 punktéw, Ryszard
Baniewicz przekroczyt ja po raz drugi, Marian
Lupiezowiec po raz trzeci, a Tomasz Wietecha
siedemnasty!

Ciekawostks jest, ze o rozwiazanie zadania 763

(WT = 2,46) z mechaniki punktu materialnego, za
ktére maksymalne oceny otrzymaly trzy osoby, jeden
z uczestnikéw poprosil sztuczna inteligencje, ktérej
wysilek zakonczyl sie niepowodzeniem. Zdecydowanie
odradzam dalsze takie eksperymenty, bo nie o to w tej
zabawie chodzi.



Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2025

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2023/24

Szymon Kitowski 41,11
Witold Bednarek 9-40,58
Mikotaj Pater 3-39,58
Krzysztof Zygan 1-39,38
Tomasz Wietecha 14-38,61
Andrzej Daniluk 2-37,89
Szymon Tur 35,35
Andrzej Kurach 3-33,24
Jedrzej Biedrzycki 32,29
Krzysztof Kaminski 3-30,48
Marian Lupiezowiec 1-29,87
Michal Warmuz 29,84
Marcin Kasperski 5-28,94
Marcin Matogrosz 4-27,82
Roksana Stowik 2-27,60
Janusz Olszewski 24-26,40
Janusz Wojtal 26,30
Grzegorz Wigczkowski 26,13
Btazej Zmija 2-25,48
Maciej Mostowski 1-22,90
Krzysztof Maziarz 1-22,58
Stanistaw Bednarek 3-22,47
Marek Spychata 5-22,32
Piotr Wisniewski 1-20,59
Barbara Mroczek 18,58
Grzegorz Karpowicz 2-17,76
Jerzy Cisto 17-17,54
Patryk Jasniewski 1-16,62
Piotr Laba 14,50
Zbigniew Skalik 4-12,48
Pawet Labedzki 1-12,47

Legenda (przyktadowo):

stan konta 9-40,58 oznacza, ze uczestnik
juz dziewigciokrotnie zdobyt 44 punkty,
a w kolejnej (dziesigtej) rundzie ma
40,58 punktow.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
12 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2022, 2023
lub 2024.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali si¢ z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 895, 896
Redaguje Marcin E. KUCZMA

895. Na okregu zaznaczono n punktéw; n > 3 jest ustalona liczba nieparzysta.
Kazdemu punktowi zostata przyporzadkowana warto$¢ 0 lub 1. Dozwolone sa
ruchy polegajace na wybraniu trzech kolejnych punktéw o wartosciach (kolejno)
a, b, c takich, ze a = ¢, i zamianie b na 1—b. Udowodnié, ze startujac z dowolnej
konfiguracji i wykonujac dozwolone ruchy, mozna uzyskaé¢ jednakowa wartosé dla
wszystkich n punktow.

896. Udowodnié, ze ciag (A1, Aa, As,...) o wyrazach
gn

1 1
=2 %
k=1
jest malejacy.
Zadanie 896 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wroclawia
Rozwigzania zadan z numeru 10/2024

Przypominamy tres¢ zadan:
887. Znalezé najmniejsza liczbe rzeczywista A, dla ktoérej istnieja liczby zespolone u, v, w oraz liczba
rzeczywista B takie, ze |u| = |v| = |w| =1 = uwvw, za§ u+ v+ w = A + Bi.
888. Znalezé wszystkie trojki liczb catkowitych x,y, z > 0 spelniajace réwnanie 7% +2%7Y = 22.
887. Prosciej: chodzi o wyznaczenie minimalnej wartosci Re(u + v + w) dla liczb
u, v, w o podanych wlasnoséciach. Sa to liczby o module 1, zatem istnieja liczby
rzeczywiste x,y, z takie, ze u = €', v = e, w = e**. Warunek uvw = 1 oznacza,
ze x+y+z=2kr (k€Z). Przy tym

Re(u + v + w) = Re(u) + Re(v) + Re(w) = cosx + cosy + cos z.
Nalezy znalezé minimum tej sumy przy powyzszym warunku.

Niech ¢ = cos “"zﬂ; wiec cosx + cosy = 2 cos IT“’ cos *5¥

z = 2km — (z +y), zatem cosz = cos(2- %) =2¢? — 1. W konsekwencji

> —2|c|; a skoro

cosx + cosy + cosz = 2¢? — 2|c| — 1 =2(|c| - %)2 -3>-32
W tych szacowaniach zachodzi réwnosé, gdy x =y =z = ﬂ:%?‘(‘ (co odpowiada
liczbom u = v = w = cos(2m) £ i sin(27) ). Szukane minimum wynosi wiec —3.
888. Niech liczby x,y > 0, z > 0 spelniaja zadane rownanie. Gdy x = 0, wtedy
2Y = (2 —1)(2+ 1), wiec z = 1 to potegi dwdjki, skad z = 3 i y = 3. Trdjka
(0,3,3) jest jednym z rozwiazan.

Gdy = = 1, réwnanie ma postaé¢ 7+ 2Y1! = 22, wiec z jest liczba nieparzysta.

Dostajemy 2Y*1 =2 (mod 4), czyli y = 0; wtedy z = 3. Tréjka (1,0, 3) jest
jednym z rozwiazan.

Dalej rozwazamy x > 2. Dane réwnanie pokazuje, ze 3% = 22 (mod 4), co jest

mozliwe tylko dla parzystego x. Niech wiec x = 2t (¢t > 1); zapiszmy réwnanie

tak: (z+7%)(z — 7t) = 22+Y. Pierwszy czynnik po lewej stronie jest liczba

dodatnia, wiec drugi tez; stad z > 8. Oba czynniki musza by¢ potegami dwojki:
247t =28 -1t =2 (k>1>0, k+1=2t+y).

Po odjeciu stronami: 2 -7t = 2{(28=1 — 1) skad | =1, 7t = 2k=1 — 1.

Gdy k =4, dostajemy t =1 (czyliz =2), y =k +1—2t =3, 22 = 7% + 25,

czyli z = 9. Tréjka (2,3,9) jest jednym z rozwiazan. Gdy k > 5, dostajemy

7t =2F-1 — 1 = —1 (mod 16). Sprzecznoéé, bo potegi sibdemki (mod 16) to tylko 1

lub 7. Zadane réwnanie ma wiec trzy rozwiazania: (0,3, 3), (1,0,3), (2,3,9).

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 M w roku szkolnym 2023/2024

Teraz coroczne omowienie wybranych zadan — czyli pojawity sie intrygujace pomysty rozwiazan oraz
(jak zwykle) tych, ktére okazaly sie trudniejsze: wysoki komentarze uczestnikow. Znaczne ich fragmenty
wspdtczynnik trudnosci (WT) i/lub niewielka liczba umieszczamy w e-wydaniu (w zaktadce ,,Zalacznik
poprawnych rozwigzan (LPR); oraz tych, w ktérych do elektronicznego oméwienia ligi matematycznej”).

19



Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),

P. Kumor (16), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (24),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (14), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (9), P. Kubit (8),

J. Cisto (17), W. Bednarek (9),

D. Kurpiel, P. Najman (9), M. Kieza (4),
M. Kasperski (5), K. Dorobisz,

A. Woryna (4), T. Tkocz, Z. Skalik (4),
A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett (4),

M. Spychata (5), A. Kurach, S. Bednarek,
M. Pater, L. Merta

(jesli uczestnik przekroczyl barierg

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

F. S. Sikorski, J. Siwy, R. Stowik,

S. Solecki, T. Warszawski, G. Zakrzewski,
B. Zmija;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jasniewski, A. J6zwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, R. Kujawa, T. Kulpa,
A. Langer, R. Latala, P. Lipinski,

P. Lizak, P. Labedzki, M. Lupiezowiec,
W. Maciak, J. Mandziuk, B. Marczak,

M. Marczak, M. Matlega,

K. Matuszewski, K. Maziarz, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, K. Morawski,

M. Mostowski, W. Nadara, W. Olszewski,
R. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,

N. Porwol, M. Roman, M. Rotkiewicz,

A. Ruszel, Z. Sewartowski, A. Smolczyk,
P. Sobczak, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymczyk, W. Tobis, K. Trautman,

P. Wach, J. Wegrecki, P. Wisniewski,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, K. Zygan, P. Zmijewski.

Zadanie 875. [Dana liczba nieparzysta N oraz
Lan), ¢ €{0,1};dla k€ {1,...,N}:
=D ion(1=23), cx = ap + by;

clag (v1,..
ap: =) icpTi, by:
Az: {k: z=ci}| =1 (mod 2);

LPR = 7 (87?)). Dobre rozwiazania (w wiekszosci
podobne do firmowego): M. Adamaszek, R. Kujawa,
J. Olszewski, M. Warmuz, M.
P. Labedzki, M. Spychata; ponadto jedna praca
z pomyltka (ktérej usuniecie nie jest trudne, jednak
wymaga malej zmiany rozumowania).

* * *

Zadanie 866. [Dane p,q € P (zbiér liczb pierwszych), p # ¢; 2P—1,27—1 € P
pq|2P—1, pq|29—1; d €N, d|2P1—1 = pq|d—1] (WT = 2,68; LPR = 9).
Wszystkie dobre rozwiazania podobne (zasadniczo jak firmowe):

M. Adamaszek, W. Bednarek, S. Kitowski, K. Maziarz, J. Olszewski,
M. Pater, M. Warmuz, T. Wietecha, P. Wisniewski.

Zadanie 869. [Dla x,y € Ry: g(z,y) = min(:ﬁ7 12ty sup g(z,y) =7]

(WT = 1,34; LPR = 25). Jak widaé, bylo latwe. Przywolujemy je tu po to, by
wspomnie¢ o kilku rozwiazaniach niepoprawnych, korzystajacych z ,twierdzenia”
(falszywego): Jedli funkcja ciagla na pewnym zbiorze A C R™ jest w jego wnetrzu
rézniczkowalna, ale bez punktéw, w ktérych rézniczka jest zerowa, woéwczas
warto$¢ minimalna jest przyjmowana w pewnym punkcie brzegu zbioru A. No
cbz, tak jest, gdy zbiér A jest domkniety i ograniczony. Ale gdy (na przyklad)
A jest ¢wiartka plaszezyzny (x> 0, y > 0), wystarczy spojrzeé¢ na funkcje e™*Y,
by zrozumieé¢ btad.

Zadanie 870. [AABC réwnoboczny = (a) VP € pt(ABC):

AP + BP > CP (&cykl); (b) to samo V P w przestrzeni] (WT = 2,50;

LPR = 13). Redaktor Ligi ze skrucha przyznaje, ze nie rozpoznal tu
szczegdlnego przypadku nieréwnosci Ptolemeusza (PA - BC + PB - AC > PC - AB,
stusznej dla dowolnej czworki punktéw w przestrzeni dowolnego wymiaru

— rozwiazanie w jednej linijce, dostrzezone przez osSmioro uczestnikow:

M. Adamaszek, B. Knapik, P. Kubit, P. Kumor, K. Maziarz,

B. Mroczek, T. Wietecha, P. Wisniewski.

Piekne rozwigzanie czysto geometryczne, dwoma sposobami w czesci (a)

i dwoma w czedci (b), przedstawil Janusz Olszewski. Oto jeden z tych
sposob6w (b): niech (b.s.o.) P # A, AB=BC =CA=a; B',C’, P’ — obrazy
B, C, P w inwersji wzgledem sfery o srodku A, promieniu 1; nietrudno wykazaé
podobieristwa AABP ~ NAP'B', NACP ~ NAP'C', NAABC ~ NAC'B’;

a stad, piszac odpowiednie proporcje, wywnioskowaé, ze AB'P'C’ jest podobny
do tréjkata o bokach BP; CP, AP (!) (calo$¢ pracy w e-wydaniu).

Zadanie 871. [Dana liczba parzysta n > 0;

(a) P: =[n+1,2n+1]NN=3IM CPYmeM: ), k#0 (modm);

(b) czy zawsze istnieja dwa rézne takie zbiory M?] (WT = 1,99; LPR = 16).
Niech S = Zi’:ﬁrl k= cd, gdzie c=n+1, d = $n+ 1. Janusz Olszewski
traktuje liczby n+1,...,2n+1 jako wierzchotki grafu skierowanego, w ktérym
(x = y) & (y|S—x). Zaldézmy odpowiedZ nie na pytanie (b); wtedy musi istnieé
n wierzchotkéw, z ktorych wychodza krawedzie do innych wierzchotkéw; wiec
istnieje > n krawedzi x — y, gdzie x # y. Latwo sprawdzié, ze ¢ = ¢, d — d,
zatem istnieje > n + 2 krawedzi wchodzacych do n 4 1 wierzchotkéw; pewne
dwie musza wchodzi¢ do tego samego: k — m, l — m (k #[). To oznacza,

ze m|S—k, m|S—I, skad m|k—I; to juz sprzecznosé, bo |k — 1| < n < m. Stad
odpowiedZ tak na pytanie (b) (wiec i dowéd tezy (a)).

Kilka prac zawiera zasadniczo takie samo rozumowanie, jednak bez terminologii
»erafy, krawedzie”, ktéra tu wydaje sie idealnie dopasowana.

W dwéch innych pracach (M. Kasperski, B. Knapik) widzimy ciekawe
symulacje komputerowe (— e-wydanie) sugerujace, ze zbioréw o badanej
wlasnosci jest znacznie wiecej niz dwa.

Zadanie 878. [Znalezé¢ r € N, r > 2: 3 nieskoniczenie
wiele zbioréw {p1,...,p-}, pi €EP:Vie {1,...,r}:
p1...pr2Pi7t — 1 (im wigksze r, tym lepiej)]

(WT = 3,29; LPR = 3+autor). Zaczniemy

od r = 3. Ladne rozwiagzanie pokazal Janusz
Olszewski (przejrzysta redakcja — zachecamy

do lektury w e-wydaniu!). Inna droga poszedl

Piotr Wisniewski, odwolujac sie do pracy

A. Rotkiewicza z roku 1967 (w ktérej jedno z twierdzen
nakrywa nasza teze dla r = 3); nie podal pelnego

=7] (WT = 2,62;

Kasperski,
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odsytacza. Dla zainteresowanych Czytelnikéw:
(przyp. red.: praca, zatytulowana On the prime
factors of the number 2P~1 —1, ukazala sie w Glasgow
Math.J. 9 (1968), 82-86; natomiast w Cambridge
Univ. Press — jej przedruk, ktéry latwo wyszukaé

— wystarczy wstukaé np. on the prime factors
rotkiewicz; podany tam dowdd nie jest elementarny,
przy tym odsyla do jeszcze innych prac).

Przypadek r = 2 byt rozpatrzony w zadaniu z obozu
OM 2010 (om.sem.edu.pl; ten odsytacz postuzyl

jako wskazdéwka do omawianego zadania 878). Piotr
Kumor (autor 878) zauwazyl, ze przez dosé¢ naturalng
modyfikacje daje sie uzyskaé teze dla r = 4. Uzyskana
przez autora konstrukcja zostala uzyta jako rozwiazanie
firmowe. Dokladnie t¢ sama konstrukcje znalazt Michat
Adamaszek. Co ciekawe, obaj Panowie opatrzyli swoje
prace komentarzami, w znacznej mierze identycznymi.
Zamieszczamy je w e-wydaniu; kto ciekawy, co to
Super-Poulet numbers, niech tam zajrzy. Warto!

Autor zadania liczyl, ze od rozwiazujacych dowie
sie czegos na temat mozliwosci r > 4; niestety, r = 4
pozostaje (na razie?) osiagnieciem max.

Zadanie 880. [Czy istnieja A, B C Q4 takie, ze:
ANB=0, AUB=Q oraz (dla z,y € Q):

(zy =1 = =,y sa w tym samym zbiorze (A lub B));
(Jz—y| =1 = z,y sa w réznych zbiorach)?]

(WT = 1,63; LPR = 16). Michal Adamaszek

dal rozwiazanie — wzorzec zwiezloéci: kazda liczba

z € Q4 ma jednoznaczne rozwiniecie w skonczony
ulamek lancuchowy x = [ag; a1, ..., a,] (notacja: np.
[ao; a1, az,az] = ag + ap =20, a; =21

a

pre———
3
dlai > 1; a, > 2 jesli n > 1. Przypisujemy z do
zbioru A (odp. B), gdy suma Y., a; jest parzysta
(odp. nieparzysta). Tak okreslone zbiory A, B
spelniaja wymagane warunki, co wynika z réwnosci
% = [0; ag,a1,...,a,), x —1=[ap—1; ai,...,a,] (dla
x> 1).

To samo rozumowanie podali: Andrzej Daniluk

i Piotr Kumor. W pozostalych pracach nie ma mowy
o utamkach lanicuchowych, cho¢ de facto sg one ,w tle”
obecne (czymze innym jest ,,uogblniony algorytm
Euklidesa”?) — brak tych kluczowych stéw sprawia, ze
zapis staje sie ciezszy (vide: firméwka). Odnotujmy
ponadto jedno rozwiazanie wyraznie odmienne (bardziej
kombinatoryczne): Janusz Olszewski (— e-wydanie).

Zadanie 881. [ag = 3, a1 = a2 — 2;

limy, 0@y ...an—1/an) =7 (WT = 1,50; LPR = 18).
Nie sprawilo ktopotu uczestnikom; wielu z nich
znalazto nie tylko wynik 1//5, ale réwniez wartosé

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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badanej granicy 1/4/a2 — 4 przy innych wartosciach
poczatkowych |ag| > 2. Znacznie ciekawsze jest
rozwazanie przypadku |ag| < 2 (co nie bylo
przedmiotem zadania; a szkoda); granica wéwczas nie
istnieje, co wnikliwie uzasadnit Janusz Olszewski
(— e-wydanie).

Zadanie 882. [ABCD — réwnoleglobok;

K, L, M, N — punkty wewnatrz bokéw AB,

BC, CD, DA = (a) ortocentra tréjkatéw
ANK,BKL,CLM,DMN tworzg réwnolegtobok;

(b) to samo dla ich srodkéw ciezkosei; (c) to samo dla
srodkéw okregéw opisanych] (WT = 2,27; LPR = 12).
Efektowne ,,dynamiczne” rozumowanie przeprowadzit
Janusz Fiett. Wlasnosci (a), (b), (c) sa oczywiste,
gdy K, L, M, N sa $rodkami odpowiednich bokéw (cata
konfiguracja jest wéwczas Srodkowo symetryczna).

A dalej — jeden wspdlny pomyst daje uzasadnienie

tych trzech tez; dla przykladu wezmy wlasnosé (c):
zalézmy, ze dla pewnego wyboru punktéw K, L, M, N
czworokat A’B'C’D’ (o wierzchotkach w $rodkach
okregéw opisanych na wymienionych tréjkatach)

jest réwnoleglobokiem. Wybieramy jeden z tych
punktéw — powiedzmy M — i przesuwamy go do
innego potozenia na boku C'D, nie ruszajac przy tym
punktéw N, K, L; punkty A’, B’ nie ruszaja sie; proste
symetralne odcinkéw C'L i DN réwniez nie zmieniaja
polozenia; zas proste symetralne odcinkéw CM i DM
przesuwaja sie réwnolegle, przy czym odlegto$é miedzy
nimi pozostaje stala (réwna £CD). Odcinek C’D’
(wyznaczony przez odpowiednie punkty przeciecia
jednej pary symetralnych z druga para) wykonuje
przesuniecie réwnolegle (1), wobec czego czworokat
A'B'C'D’ (przy nowym polozeniu punktéw C’, D’)
nadal jest réwnolegtobokiem. Wystarczy teraz wykonaé
analogiczne przemieszczenia punktéw N € DA,

K € AB, L € BC do dowolnie wybranych pozycji;
A'B'C' D’ pozostanie réwnoleglobokiem.

W przypadku kazdej z wlasnosci (a), badz (b),
przesuniecie punktu M € CD (bez ruszania N, K, L)
daje podobny efekt: mozna wskazaé dwie pary

prostych réwnolegltych, ktérych odpowiednie

przeciecia wyznaczaja punkty C’, D', okreslone teraz
jako ortocentra badz srodki ciezkosci tréjkatow

CLM, DM N; przy tym jedna para pozostaje
nieruchoma, a druga przesuwa si¢ rownolegle, nie
zmieniajac odleglodci, dzieki czemu odcinek C'D’ znéw
sie przesuwa réwnolegle; konkluzja jak w przypadku (c).
Wskazanie owych par prostych zostawiamy Czytelnikowi
jako nietrudne ¢wiczenie; a kto woli przyj$¢ na gotowe —
moze zajrze¢ do e-wydania, gdzie znajdzie omawiane
rozwiagzanie bez skrotéw.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje sie na stronie deltami.edu.pl.



