Klasycznym rozwigzaniem naszego
problemu w kryptografii jest protokdl
Diffiego—Hellmana pozwalajacy ustali¢
stronom komunikacji wspdlny klucz
szyfrowania w bezpieczny sposéb.

odszyfrowany kluczem a przez Artura. Wtedy te trzy przesylane teksty to
kolejnot®a,tPaPboraztDa®bda=tDb.

Sksorowanie tych trzech zaszyfrowanych wiadomosci to (t ® a) ® (t B a B b)
@ (t ®b), co z uwagi na lacznos$é i przemiennoéé¢ funkeji xor daje nam
tet)®(a@a)®(bdb)@dt=0000 0@t =1t. Bez zadnego wysitku z tych
trzech tekstéw odtworzymy zaszyfrowang wiadomosé t.

Zauwazmy, jak wazne w kryptografii jest wyspecyfikowanie celu — tu jest nim
niemozliwo$¢ lub wystarczajaca trudno$é¢ odtworzenia zaszyfrowanego tekstu
przez podgladacza bez znajomosdci kluczy szyfrujacych. Tej istotnej wlasnosci
niestety naszej metodzie brakuje.

A najciekawsze jest to, ze algorytm Artura z fizycznymi klédkami dziala i jest
nie do zlamania, nawet jedli kurier przez jaki$ czas ma dostep do zamknietych

szkatulek.
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Do powierzchni obrotowych i jeszcze dalej

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Oficjalne logo Operation Warp Speed,
partnerstwa publiczno-prywatnego
majacego na celu szybki rozwdj

i dystrybucje¢ szczepionek przeciwko
covid-19 (maj 2020 — luty 2021).

Rys. 1. Walec (f = const.) i hiperboloida
jednopowlokowa (f(z) = V1 + z2) jako
powierzchnie obrotowe. Katenoida

(f(z) = cosh(z) = “Fx—) wyglada
podobnie do hiperboloidy

[M] Mathologer, Why don’t they teach
simple visual logarithms (and hyperbolic
trig)?, film na platformie YouTube:
youtu.be/GO0Fa5Z1-Z3cl

Michat MISKIEWICZ*

Full ahead, mr. Sulu, maximum warp.

James T. Kirk,
Star Trek: The Original Series, SOLE08

Bohaterem tego artykutu jest produkt skrecony, po angielsku: warped product.
Stowo warp (wykrzywié, odksztalci¢) zrobilo kariere za sprawa warp drive,
hipotetycznego napedu pozwalajacego rozwija¢ predkosci nad$wietlne. Zostat
on spopularyzowany w serii science fiction Star Trek i doczekal sie caltkiem
powaznego traktowania, o czym wiecej mozna przeczyta¢ w OpowieSciach

o0 podrézach w kosmos z A3, lub tez wyszukujac hasto Alcubierre drive. Wplyw
tej idei na zbiorowa wyobraznie jest na tyle duzy, ze w 2020 roku amerykanska
inicjatywa rozwoju i dystrybucji szczepionek przeciwko covid-19 przyjela nazwe
Operation Warp Speed.

Nazwa nie jest jedyna cecha taczaca produkt skrecony z napedem warp.

Po pierwsze, naped ten opiera sie na pomyé$le odksztalcania przestrzeni,

co rodzi pojeciowa trudnosé: wszak umiemy gia¢ dwuwymiarows kartke

w tréjwymiarowej przestrzeni, ale jak mielibySmy wygina¢ sama przestrzen?
Odpowiedzia na te¢ trudnosé jest geometria wewnetrzna, czyli jezyk pozwalajacy
opisywaé geometrie i deformacje obiektu samego w sobie, bez odwolan do
otaczajacej go przestrzeni. Produkt skrecony jest wlasnie jednym z narzedzi
takiego opisu.

Po drugie, przekroczenie predkosci swiatta konwencjonalnymi metodami nie jest
mozliwe. Furtke do obejscia tego zakazu proponuje naped warp. Ograniczenie
»bredkoéci” podobnej natury zobaczymy nizej, badajac blizej powierzchnie
obrotowe. Przekonamy sie, ze produkt skrecony umozliwia pokonanie tej granicy.
Zachecam wiec Czytelnika do lektury, by odkrywaé dziwne nowe swiaty oraz
smiato pdjsé tam, gdzie zZaden czlowiek wczesniej nie dotart.

Powierzchnie obrotowe. Przepis na taka powierzchnie jest prosty. Bierzemy
ciagla dodatnia funkcje f: R — (0,00) i jej wykres y = f(z) obracamy wokél
osi z. Otrzymang powierzchni¢ mozna opisa¢ réwnaniem r = f(z), jesli przez

r = \/y? + 22 oznaczymy odleglosé¢ od osi z.

Przyklady mozna mnozyé. Przyjecie za f funkcji stalej prowadzi do konstrukcji
walca. Obrét hiperboli, czyli wykresu funkeji f(z) = v/1 + 22, prowadzi do
hiperboloidy jednopowlokowej. Powierzchnie te zobaczymy tez, obserwujac
szybko obracajaca sie kostke (jak na poczatku filmu [M]). Z kolei funkcja
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Rys. 2. Stozek, sfera i paraboloida
eliptyczna. W kazdym z tych przypadkéw
mamy f(0) = 0, co oznacza, ze
powierzchnia si¢ ,,zamyka” — jak widac,
da si¢ to nawet zrobié gtadko

Ccos & x

Rys. 3. Jesdli odleglos¢ od punktu

O = (1,0,0) liczymy wzdluz samej sfery,
to punkty odlegle o o tworza okrag

o promieniu sin «

Gdy rozwazana powierzchnia obrotowa
nie dotyka osi z, nalezy wybradé jakis
przekrdj @ = x¢ i odleglos$é s liczyé

od niego — z plusem w jedng strong

i z minusem w drugag.

Zaawansowanych Czytelnikéw moze
zainteresowad, ze w literaturze produkt
skrecony definiuje sig¢ Scisle przy uzyciu
pojecia metryki Riemanna. W przypadku
sfery bylaby to metryka

g(s,0) = ds> + (sins)® do®

—_
m. na odcinku m. na okregu

dla s € [-1,1] i € na okregu, przy czym
symbole ds? i d6? odnosza si¢ do
standardowej metryki Riemanna na
odcinku i okregu jednostkowym.

W pozostalych przypadkach jest
podobnie, tylko funkcje sinus nalezy
zastapi¢ przez odpowiednia funkcje h,
a odcinek ewentualnie podmienié¢ na
polprosta — w ten sposéb opisujemy
wszystkie powierzchnie posiadajace
symetri¢ obrotowsa.

x —x . . . . . .
flz)=¢ Jr; , zZwana cosinusem hiperbolicznym, daje nam powierzchnie¢ znana
jako katenoida, ktéra wyrdéznia si¢ swoja minimalnoscig (wigcej w ASY).

Oczywiscie funkcja f moze mie¢ mniejsza dziedzine, woéwczas otrzymana
powierzchnia ma brzeg w ksztalcie jednego lub wiecej okregéw. Mozna tez
dopuséci¢, by f przyjmowata w jakims punkcie warto$é 0, co w efekcie ,,zamyka”
powierzchnie. Najprostszym przykladem bedzie tu stozek, czyli ksztalt czapeczki
urodzinowej. Otrzymujemy ja, wycinajac z (nieskoriczonej) kartki papieru kat

o rozwartosci « € (0,27) i odpowiednio zginajac. Efektem jest powierzchnia
opisana przez f(z) = cx dla x > 0, o ile odpowiednio dobierzemy ¢; musi ono
spetnia¢ o~ = ﬁ

Stozek posiada charakterystyczny punkt, wierzchotek, w ktorym jest niegtadki.
Mozna tego unikna¢ — wystarczy zazadac, by w punkcie ,,zamkniecia”
pochodna f byla nieskoriczona. Przyklad? Sfera jednostkowa jest zadana
réwnaniem z2 + y% + 22 = 1, co mozemy przepisaé jako 2 = 1 — 22, a wiec
powierzchnia ta powstaje z obrotu wykresu f(z) = v1 — 22 (z € [-1,1]). Innym
przykladem jest paraboloida eliptyczna, zadana réwnaniem x = y2 + 22, a wiec
pochodzaca od funkcji f(z) = v/ (z > 0).

Opis wewnetrzny. Dotychczasowy opis mozna podsumowaé tak: mierzymy
odlegtosé¢ wzdtuz osi x, a dla wybranej wartosci zg funkcja f méwi nam, jak
duzy jest okrag ,,w odlegltosci xy”; bardziej écisle, okrag stanowiacy przekrdj
plaszezyzna © = xy ma promien f(zg). Zamiast wzdluz osi  mogliby$my
jednak mierzy¢ odleglosci wzdtuz samej powierzchni, czyli wzdtuz krzywych
powstalych przez obrot wykresu f — jest to sposdb bardziej wewnetrzny, majacy
wiecej wspélnego z geometrig samej powierzchni. Najlatwiej jest to wyrazié

dla powierzchni obrotowej posiadajacej punkt O = (x,0,0) na osi z, czyli dla
funkcji f zerujacej sie w z¢. Przyjmiemy mianowicie, ze h(s) jest promieniem
okregu ztozonego z punktow odlegltych od O o s.

Dla pelnej jasnosci wréémy do przykltadu sfery, w ktorym jako punkt O mozemy
przyjaé (1,0,0). Punkty odlegle od O o a leza w przekroju = = cos « i tworza
okrag o promieniu sin «, a wiec h(a) = sin a. Warto zaznaczy¢, ze odleglosé
liczymy tutaj po najkrétszej krzywej lezacej na sferze, a wiec po tuku kota
wielkiego, a nie po odcinku — inaczej odlegtos¢ ta wynositaby 2sin §. Dla
poréwnania dwéch podanych tu sposobow opisu umiesémy dotychczasowe
przyklady w jednej tabelce.

Powierzchnia Funkcja f(x) Funkcja h(s)
Walec o promieniu R R R
Katenoida (e +e7%)/2 1+ s2

. o e et
Stozek zadany katem « cr (5= = \/ﬁ) 7.5
Ptaszczyzna — S
Sfera o promieniu R R? — 22 R- sin%
Warunek , gladkiego zamkniecia”:  f(xq) = foo R (sg) = £1

W ten sposéb poznaliSmy wlasnie, czym jest produkt skrecony pétprostej (lub
odcinka) z okregiem. Zeby ten sposéb opisu calkowicie oderwaé od otaczajacej
przestrzeni tréjwymiarowej, odnotujmy pewien prosty fakt. Otéz zamiast méwié,
ze punkty w odlegtodci s od O tworza w przestrzeni tréjwymiarowej okrag

o promieniu h(s), mozemy powiedzieé, ze tworza one krzywa (konkretnie okrag)
o dtugosci 2mh(s). W tym sformulowaniu przestaje mieé¢ znaczenie, jak nasza
powierzchnia si¢ uktada w przestrzeni — dla przyktadu, gdybyémy czapeczke
urodzinowa z powrotem rozlozyli na ptasko, to dalej mozemy zmierzy¢ dtugosé
krzywej tworzonej przez punkty odlegle od wierzcholka o s (tym razem bedzie to
luk okregu, ale nadal o dlugoéci as). O pozytku ptynacym z pojecia skreconego
produktu niech $wiadczy fakt, ze mozna przy jego uzyciu opisa¢ metryke
Schwarzschilda, ktéra w ogdlnej teorii wzglednosci zadaje pole grawitacyjne

na zewnatrz sferycznej masy.
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[f(z1) — f(z2)]
= |h(s1) — h(s2)|

Rys. 4. Odlegltos¢ dwéch punktéw, P, Ps,
liczona wzdluz wykresu |s; — s2| jest co
najmniej taka, jak ich odleglo$é¢ w pionie
[h(s1) — h(s2)]

Przyklady powierzchni o stalej

krzywiznie:

¢ 0: h(s)=s, plaszczyzna,

« R™2: h(s) = Rsin(s/R), sfera
o promieniu R,

« —R72: h(s) = Rsinh(s/R),
przeskalowana ptaszczyzna
hiperboliczna.

Powyzsze funkcje h laczy to, ze spelniaja

réwnanie rézniczkowe ' +k-h =0

z warunkami poczatkowymi h(0) = 0,

h'(0) = 1 (choé dla réznych wartosci k).

Kazda inng powierzchnie o statej

krzywiznie da si¢ ,zbudowad” z jednej

7z powyzszych.

Uwaga, ograniczenie! Po blizszym przyjrzeniu sie tabelce widzimy, ze

o ile za f mozna przyja¢ dowolna dodatnig funkcje, to juz za h niekoniecznie.
Kazda z podanych wyzej funkcji h ma pochodng ograniczona w module przez 1
lub innymi stowy: spelnia warunek Lipschitza |h(s1) — h(s2)| < |s1 — s2| dla
dowolnych si, s9. Dowdd, ze tak byé musi, nie jest trudny. Przyjmijmy, ze na
wykresie funkcji f dany jest punkt P = (x1, f(x1)) odlegly od O o s; oraz
podobnie opisany punkt P, (rys. 4). Ich odleglo$é wzdluz wykresu wynosi

|s1 — s2|, jednoczes$nie mozna ja ograniczy¢ z dotu przez odleglosé wzdiuz

osi pionowej, czyli |f(x1) — f(x2)]. Ta ostatnia wielko$é to nic innego jak

|h(s1) — h(s2)|, uzasadniliémy wiec warunek Lipschitza.

Czy zatem jestesmy skazani na rozwazanie wylacznie wolno rosnacych funkcji h?
Oczywiscie, ze nie! Dzieki temu, ze produkt skrecony posiada interpretacje
niezalezng od otaczajacej przestrzeni, mozemy nadaé geometryczny sens rowniez
powierzchniom zadanym abstrakcyjnie przez szybko rosnace funkcje. Narzuca
si¢ na przyktad rozwazenie uogélnienia stozka: funkcja h(s) = 5=s dla o > 27.
Przypadek o = 27 jest graniczny, odpowiada po prostu plaszczyznie. Dla

«a > 27 warto samodzielnie wykona¢ nastepujacy eksperyment: rozcinamy kartke
papieru wzdluz pélprostej, doklejamy brakujacy fragment, by otrzymacé kat

o rozwartodci «, a nastepnie odpowiednio zginamy. Jak tatwo sie przekonac,

w przestrzeni ,brakuje miejsca”, by powstal stozek o symetrii obrotowej. Nie
zmienia to faktu, ze powierzchnia ta posiada symetrie obrotowa w bardziej
abstrakcyjnym, wewnetrznym sensie. Pewien niedosyt moze oczywiscie
powodowaé osobliwo$é wierzchotka takiego ,stozka”, dlatego na koniec
rozwazymy inny, bardzo klasyczny przyktad.

Strange new worlds. Za funkcje h przyjmijmy teraz sinus hiperboliczny, czyli
funkcje sinh(s) := es’;_s. Jej pochodng jest wspomniany wezeéniej cosinus
hiperboliczny %, ktéry poza s = 0 przyjmuje wartosci wigksze od jedynki,
co wynika z nieréwnosci migdzy $rednia arytmetyczna a geometryczna. Mamy
wiec do czynienia z egzotyczna powierzchnia zwana plaszczyzng hiperboliczng,
ktéra podobnie jak stozek nie daje sie zrealizowaé jako powierzchnia obrotowa.
Zachecam do podjecia sie sklejenia lub wydziergania plaszczyzny hiperbolicznej
— konieczne instrukcje znajdzie Czytelnik w artykutach Eryka Kopczynskiego

i Doroty Celinskiej-Kopczytiskiej, opublikowanych w|A3,. Jako ze funkcja

sinh ma wzrost wykladniczy, efekt takiego przedsiewziecia jest jeszcze bardziej
spektakularny niz dla niby-stozka (zob. ilustracje ponizej).

Portret

Haesje Jacobsdr
van Cleyburg,
zony pewnego
rotterdamskiego
piwowara.
Rembrandt van
Rijn, 1634 (zbiory
Rijksmuseum

w Amsterdamie)

Salata — proces jej wzrostu przypomina
efekt szydetkowania opisany w Ago

Plaszczyzne hiperboliczna odkryli niezaleznie Janos Bolyai (1802-1860)

i Nikolaj Iwanowicz Lobaczewski (1792-1856) (wiecej w |Afg). Choé nie wynika
to bezposrednio z dotychczasowych obserwacji, ptaszczyzna hiperboliczna
posiada duzo wiecej symetrii niz tylko obrot wokot wyréznionego punktu,

stad tez jej nazwa sugerujaca identyczng geometrie wokél kazdego punktu.

W istocie powierzchnia ta ma w kazdym punkcie krzywizne rowng —1 i jest

to — w odpowiednim sensie — jedyna taka powierzchnia. Jej zobaczenie utrudnia
wykazane przez Davida Hilberta (1862-1943) twierdzenie méwiace, ze nie tylko
nie mozna jej przedstawi¢ jako powierzchni obrotowej, ale w ogéle nie da sie
jej izometrycznie zanurzyé (czyli zrealizowaé bez deformacji) w przestrzeni
tréjwymiarowej. Dlatego tez sieganie po opis wewnetrzny jest przy zwiedzaniu
dziwnych nowych $wiatow nie tylko ciekawe, ale i konieczne.
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