tak, by trojka pojawila sie nad zerem, a wowczas wynik odczytujemy powyzej
jedynki. Zgodnie z oczekiwaniami, wyszlo 4. Ale spéjrzmy na maltg modyfikacje:

20 21 22 2.‘} 2-1

j
| \ \ \ | |
I
1

i Z.adania

Przygotowat Dominik BUREK

Pod kazda etykieta na obu linijkach dopisaliémy dwdjke, w ten sposéb
podmieniajac ciag arytmetyczny 0,1,2, ... na ciag geometryczny 20,21, 22, ... Tak
jak w przypadku rysunku 2, dodawanie zamienilo sie na mnozenie poteg dwdjki,
u nas konkretnie: 8 - 2 = 16. Ta modyfikacja to wlasnie suwak logarytmiczny.
Oczywiscie standardowy suwak dla wygody uzytkowania uwzglednia na swojej
skali takie liczby, jak 1,2,3,..., a nie tylko potegi dwdjki. W tym kontekscie
naturalne jest pytanie: a gdzie te liczby umiesci¢?, na ktére odpowiedzig jest
wladnie logarytm: liczba y pojawia sie w odleglosci log(y) od poczatku linijki
(wybdr podstawy logarytmu jest tu drugorzedny). Ponizej widaé, jak mozna za
pomoca takiego przyrzadu pomnozy¢ liczby e!/4 ~ 1,284 i e3/4 ~ 2,117:

e~ 2,718
e/t 2,117
1 1,5 2 2,5 3 35 4
1,25 | 1,75 | 2,25 | 2|75 |3}25|3,75|
| | | | |
| | | | | | | |
1,2 1,75 2,25 | 2,75 | 3,2513,75
1 1,5 9 2,5 3 35 4

el/* ~ 1,284

Bohater piosenki Sama Cooke’a mial silne, choé¢ trudne do wyrazenia w stlowach
przekonanie, ze umiejetnosé dodawania jest wystarczajaca. Wystarczajaca
nie tylko do tego, by mnozy¢, ale tez by spelni¢ marzenie o odwzajemnionej
milosci. Lubie wiec mysleé, ze co nieco jednak wiedziat o naturze suwaka
logarytmicznego. Postuchajmy sami:

But I do know one and one is two

And if this one could be with you

What a wonderful world this would be

“Wonderful world”, Sam Cooke

Rozwigzania na str. |24

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

M 1804. Dane sa tréjmiany kwadratowe fi(z), fa(z), ..., F 1111. Rozmiary katowe tarczy slonecznej
fa025() z tymi samymi wspétezynnikami przy x? oraz tymi obserwowanej z powierzchni Ziemi wynosza
samymi wspélczynnikami przy x, ale z réznymi wyrazami okoto 0,5°(przyblizony ,,pomiar” mozna
wolnymi. Kazdy z tych tréjmianéw ma dwa pierwiastki wykonaé¢ np. oceniajac, ile razy szerokosc¢
rzeczywiste. Niech x; bedzie jednym z pierwiastkow tréojmianu kciuka wyciagnietej reki jest wicksza od

fi(x). Jakie wartosci moze przyjmowaé suma

widzianej $rednicy tarczy slonecznej). Oszacuj

fa(z1) 4 f3(x2) + ... + fooos(w2024) + f1(T2025)? temperature powierzchni Stonca. Przyjmij, ze

$rednia temperatura powierzchni Ziemi jest

M 1805. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zlozone n takie, ze dla bliska 0°C.
dowolnego przedstawienia n na dwa czynniki catlkowite dodatnie

n = xy liczba x + y jest potega dwdjki.

F 1112. W naczyniu o objetosci V' znajduje
sie gaz pod ciS$nieniem py. Dysponujemy

M 1806. Dar}y jest (mn)-kat foremny. Wéréd jego Wierz?hqikéw pompka o objetosci skoku tloka réwnej v < V.
doktadnie m jest pokolorowanych na czerwono, a n na niebiesko Potrzebujemy zmniejszy¢ cisnienie w naczyniu

(zaden wierzcholek nie jest pokolorowany dwukrotnie). do wartodci p bez zmieniania temperatury
Udowodni¢, ze pewien odcinek, ktérego konce znajduja si¢ gazu. Ile ruchéw tloka musimy wykonaé

w czerwonych punktach, jest rowny pewnemu odcinkowi, ktérego i z jaka dokladnodcia osiagniemy wymagane
konce znajduja sie w niebieskich punktach. cignienie?

6



Rozwigzania zadan ze strony 6

i Rozwiagzanie zadania M 1804.
Odpowiedz: Jedyna mozliwa wartoscia jest 0.

Niech i-ty tréjmian ma postaé f;(x) = az? + bx + ¢; dla
1=1,2,...,2025. Wtedy

fo(z1) = ax? + bxy + o = (ax? + bxy +¢1) + (ca — 1)

=C2 — (1,
gdzie w ostatniej réwnoéci skorzystaliSmy z tego, ze
fi1(z1) = 0. Podobnie otrzymujemy réwnosci f3(x2) =
-5 f2025(®2024) = C2025 — C2024 Oraz f1(22025) =
€1 — C2025. Dodajac otrzymane rownoéci, dostajemy, ze
Ja(x1) + f3(w2) + ... + fao25(w2024) + f1(T2025)
= (02—01)+...+(01 —02025) =O

C3 —Cg, ..

& Rozwigzanie zadania M 1805.
Odpowiedz: n = 15.

Podstawiajac © = 1, y = n, otrzymujemy, ze n = 2F — 1
dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k. Niech teraz

n = ab, gdzie a > b > 2, i niech a + b = 2! dla pewnej liczby
catkowitej dodatniej t. Gdyby a = b = 2!"1, to ab = 22(= 1),
a to jest sprzecznos$¢ — mamy zatem a > b. Oczywiscie
zachodzi k > t. Ponadto

k4ot =ab+a+b+1=(a+1)(b+1),
ok — ot —ab—a—b+1=(a—1)b-1).

Mnozac te réwnoéci, otrzymujemy, ze liczba
(a—1)(a+1)(b—1)(b+ 1) jest podzielna przez 22¢.

Zauwazmy jednak, ze dwdjka wystepuje w pierwszej
potedze w rozkladzie na czynniki pierwsze jednej

z liczb b — 1 lub b+ 1, a w rozktadzie drugiej z tych

liczb w potedze nie wigkszej niz t — 1. Tak samo jest

z liczbami a — 1 i a 4+ 1. Zatem podzielnos¢ liczby
(a—1)(a+1)(b—1)(b+ 1) przez 22! jest mozliwa tylko
wtedy, gdy 2! dzieli jedna z liczb b — 11 b+ 1 oraz jedna
z liczb @ — 11 a + 1. Poniewaz a < b < 2%, wigc b=2!"1 —1
ia=2"1+1.

Wtedy jednak k = 2t — 2 i w szczegdlnoéci 28 — 1 jest
podzielne przez 3. Mozemy zatem zalozy¢, ze w naszym
rozumowaniu wybralismy b = 3. Wtedy a = 5, zatem n = 15
jest jedyna liczba spelniajaca warunki zadania.

& Rozwigzanie zadania M 1806.

Opiszmy okrag na (mn)-kacie foremnym i zatézmy, ze
dlugosé kazdego tuku pomiedzy sasiednimi wierzchotkami
jest rowna 1. Niech Aq, Ao, ..., A,, oznaczaja czerwone
wierzcholtki, a By, Bs, ..., B, wierzcholki niebieskie.
Rozwazmy mn tukéw postaci A;B;, ktére skierowane

sg ,od” A; ,do” B; w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara. Kazdy taki tuk moze mieé¢ dtugosé
rowng jednej z liczb 1,2,...,mn — 1. Z zasady szufladkowej
Dirichleta wynika, ze istniejg dwa rézne tuki, A;, Bj,

i A;,Bj,, o tej samej diugosci. Latwo zauwazy¢, ze wtedy
odcinki A;, A;, i Bj, Bj, maja zadang wiasnos¢.

24

‘:& Rozwigzanie zadania F 1111.

Niech D oznacza Srednice Stonica, d $rednice Ziemi,

Ts temperature bezwzgledna powierzchni Storica,

a Tz = 273 K temperature powierzchni Ziemi (0°C).
Stonice wypromieniowuje energie proporcjonalnie do swej
powierzchni, 4mD?/4, i do czwartej potegi temperatury,
T4, a Ziemia, w odleglosci R, absorbuje czgi¢ tej

energii réwna stosunkowi powierzchni jej ,tarczy”,

7d? /4, do powierzchni sfery o promieniu R (47 R?)

i wypromieniowuje proporcjonalnie do Ty i catkowitej

jej powierzchni, 4wd? /4 — wspo6lezynnik proporcjonalnosci
jest ten sam, co w przypadku Slonca. Katowa $rednica
Slofica réwna 0,5° oznacza, ze D/R ~ w/360. Otrzymujemy
rownanie:

&2 1 D2\ _, 2\,
(5) (7 ) () e ()

skad wynika, ze

Ts\* R2 360

S) =16 = | =162 ,

TZ D2 m

TS ~ 21, 4TZ

Po podstawieniu Tz = 273 K otrzymujemy 7Ts ~ 5840 K.
Astronomowie przyjmuja Ts = 5772 K, a wiec nasze
przyblizenie jest nadspodziewanie dobre. Dzigki efektowi
cieplarnianemu srednia temperatura powierzchni Ziemi jest

nieco wyzsza od przyjetej w rozwiazaniu i wynosi okoto
14,76°C.

czyli

i Rozwigzanie zadania F 1112.

Podczas odpompowywania gazu nalezy wykonywaé
powolne ruchy tloka pompy, aby zapewnié¢ warunki,

w ktérych gaz bedzie podlegal przemianie izotermiczne;j.
Po wykonaniu jednego ruchu tloka cisnienie zmniejszy sie

od p; do pi41:
R v
Pi4+1 = Pi Vo)

Zmniejszenie ci$nienia od pg do p bedzie wigc wymagato
z=m2 /1n v
P V4w
ruchow ttoka. W ogélnym przypadku x nie bedzie liczba
catkowita, ale wypadnie pomiedzy dwoma wartosciami
catkowitymi: n < x < n+ 1. Przyjmijmy x =n +¢
z 0 < ¢ < 1. Mamy wéwczas:

v o\? v o\
p:pn<v+v> = Pn+1 <V+’U) .

Mozemy zakonczy¢ pompowanie z cisSnieniem rownym py,
lub p,+1. Oszacujmy, jaki popelnimy blad, przyjmujac
kazda z tych wartosci:

Ay =pn—p=pn <1‘ <v‘iv)q) ~bn (1_ (1_ viv)q)

~ qu
Sy
Analogicznie dla A_ =p — pu11:
(I—qp
A_~p,——.
Py +v

Najlepsza ocena popelnionego bledu bedzie wiec:

2= 255 o (o)~ ()



