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Johannes Kepler (1571-1630)

Najogélniejsza forma trzeciego prawa
Keplera wyraza si¢ wzorem Tfnean o« T
(ox — ,proporcjonalne do”), gdzie T jest
czasem obiegu planety po orbicie
eliptycznej, a rmean jest ,,$rednia
odlegtoscia” planety od Stonca.

Kepler obsesyjnie poszukiwal
pitagorejskich harmonii w Ukladzie
Stonecznym. Tak pisze o odkryciu
swojego trzeciego prawa w 1618 roku:

Lecz teraz, odkqgd osiemnadcie miesiecy
temu [zajasnialo] pierwsze Swiatlo, trzy
miesiqgce temu jasny dzien, a kilka dni
temu rozblysto pelnym blaskiem slorice
mych cudownych spekulacji — nic mnie
juz nie powstrzyma. Oddaje sie
swobodnie Swietemu szalenstwu.
,Harmonices Mundi”, wg Jerzy Kierul:
»Kepler”, PIW, 2007.

Trzecie prawo Keplera
i analiza wymiarowa

Grzegorz LUKASZEWICZ*

Drogi, ktorymi ludzie dochodzqg do poznania niebios, wydajg mi sie nie mniej
godne podziwu niz same niebiosa.
(Johannes Kepler)

Celem tego artykulu jest przyblizenie Czytelnikowi probleméw zwiazanych ze
sformutowaniem przez Keplera jego trzeciego prawa, wigzgcego czas obiegu
planety po orbicie eliptycznej z parametrami opisujgcymi jej wymiary, oraz
pokazanie, jak analiza wymiarowa, ktéra wyrosta z proby rozszerzenia na fizyke
greckich koncepcji podobienistwa geometrycznego, stosunku i proporcji, moze
poméc w odkryciu tego prawa fizycznego w jego wspdlcezesnym sformutowaniu.
Na koniec rozwazymy gtéwne zalozenia metody analizy wymiarowej, jej
podstawy metafizyczne oraz zalety i ograniczenia.

Postawmy sie w sytuacji, w ktérej niewiele wiemy i poszukujemy powyzszego
zwiazku w postaci réwnania algebraicznego postaci f(Ty, "'mean) = const, gdzie
T, oznacza czas obiegu planety po elipsie, natomiast 7yean 0znacza jedng ze
$rednich odlegloéci planety od Stonca, np. Srednia arytmetyczna czy $rednia
geometryczng, z obu poélosi, a, b, elipsy lub jeszcze inng ,$rednia odlegtosé”.

Postepujac sciezka metody analizy wymiarowej, musimy najpierw dociec, jakie
wielko$ci sa wazne w naszym zagadnieniu. Rozsadnym jest przyjecie, ze waznymi
parametrami sa czas obiegu planety po elipsie T, wymiary pélosi elipsy a, b,
masa planety m, masa Stonca M oraz stala grawitacji G. Ruch odbywa sie

w centralnym polu grawitacyjnym, F' = —G@g .

Oznaczmy przez [X] jednostke, w jakiej mierzymy wielkos¢ X. Mamy

L3
T MT?
gdzie L, M, T sa pewnymi jednostkami wielko$ci fundamentalnych: dtugosci,
masy i czasu, w mechanice Newtona. Tutaj stala grawitacji G jest wielkoscig
pochodng, mierzona w jednostce bedacej kombinacja poteg jednostek wielkosci
fundamentalnych. Rozwigzanie naszego problemu powinno by¢ zawarte w relacji
postaci
(2) fla,b,m, M;,T,,G) =0,

w ktérej zmiennymi sa liczby dodatnie wyrazajace dlugoéé, mase, czas i stala
grawitacji, mierzone w jednostkach danych w .

(1) [a} =1L, [b] =1L, [m] =M, [Ms} =M, [To} =T, [G]

Zalézmy, ze powyzsza relacja jest niezmiennicza ze wzgledu na zmiang jednostek,
z L,M,T na jednostki L', M',T' postaci L' = aL, M’ = M, T’ =~T, gdzie a, 3,
sg dowolnymi liczbami dodatnimi. Oznacza to, ze w jednostkach L', M’, T’ relacja
ma te sama postaé f(a’,b',m', M., T} G') = 0. Mamy zatem

(3)

b m GM,T?
I =—-, IMy=-—, IIg=—209%,
7 2 M, 3 a3
otrzymujemy
b m GM,T?
4 1,114,115,1,1,1I3) = 1,-,—,1,1, ——2 | =
() f(a 1,412, 14, 4, 3) f<7aaMsv s Ly a3 ) 5

gdzie teraz 111,115, I3 sg wielko$ciami bezwymiarowymsi. Przyjmijmy, ze
rownanie mozna rozwigzaé ze wzgledu na I3, czyli wyrazi¢ te zmienna
poprzez dwie pozostale przy uzyciu pewnej funkcji ¥:

2
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Majac do dyspozycji wzér , Kepler wiedzialby, ze jest
na dobrym tropie. Natychmiast zauwazylby, ze poniewaz
orbity eliptyczne wszystkich znanych mu planet Uktadu
Stonecznego sa zblizone do okregéw, a masy planet sg
zaniedbywalne w poréwnaniu z masa Storica, wiec prawe
strony wzoru dla poszczegdlnych planet powinny by¢
liczbami niewiele oscylujacymi wokét wartosei (1, 0).
Warto przypomnieé, ze Mikolaj Kopernik, idac za tradycja
starozytnych, traktowal orbity planet jako okregi. Nie
moglby zreszta odkry¢ elipsy, poniewaz nie dysponowal
wystarczajaco doktadnymi obserwacjami. Kepler miat
juz dokladniejsze dane, oparte na obserwacjach Tychona
Brahego. W obliczeniach prowadzacych do oryginalnego
keplerowskiego sformulowania trzeciego prawa, z jedng
stalg dla wszystkich planet, Merkury sprawial mu ktopot
ze wzgledu na swoj mimosréd, ktory jest od jednego do
dwéch rzedow wiekszy niz mimosrody innych znanych
wtedy planet. Kepler wykluczyl wigc go z rozwazan. Czy
dobrze zrobit?

Okazalo sie, ze nie, ale Kepler nie mogl jeszcze
skorzystaé¢ z mechaniki Newtona, powstala dopiero
pdzniej. Jej konsekwencja jest piekny wzor:
(6) GM,T? 472

r?ﬂean (1+%)(1762)% 7
bedacy Newtonowska wersja trzeciego prawa
Keplera. Przypatrzmy mu si¢ dokladniej. Zawiera
on jawnie wszystkie istotne dla astronoméw parametry
dynamiczne i geometryczne: stala grawitacji G, mase
Stonca Mj, czas obiegu planety po orbicie T}, i jedna
z naturalnych $rednich z obu pélosi planety, srednia
geometryczng rmean = vV ab, okreslajaca érednia odlegloéé
planety od Stonca — po lewej stronie rownania oraz
stosunek masy planety do masy Stornica Mﬂ i mimosréd

planety e = 4/1 — (2)2 okreslajacy jej ksztalt — po

prawej stronie réwnania.

W przypadku, gdy masy planet sa zaniedbywalne

w poréwnaniu z masa Storica, a ich mimosrody sa
bardzo male, to w granicy %S — 0, e = 0 prawa strona
jest wtedy réwna 472, czyli z dokladnoécig do czterech
miejsc po przecinku 39,4784.

Sprawdzmy teori¢ Newtona. W tym celu nalezy
popatrze¢ w niebo i mierzy¢. Napiecie ro$nie, gdyz

jej niezgodno$é z trzecim prawem Keplera, ktore dogé
doktadnie zgadza si¢ z obserwacjami astronomicznymi,
zaprzeczalaby jej uniwersalnosci. Mamy nastepujace
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Pomysty Keplera z wieloScianami

dane astronomiczne (za $redni promieni orbity
przyjmujemy tu rmean = vV ab):

Cialo Okres Sredni Wielokrotnosé¢ | Mimogréd
niebieskie | obiegu | promien orbity masy orbity
w latach | w km x 1076 Ziemi

Stonce — — 332488,0 —
Merkury 0,241 57,3 0,0543 0,2056
Wenus 0,615 108,2 0,8136 0,0068
Ziemia 1,000 149,6 1,0000 0,0167
Mars 1,881 2274 0,1069 0,0934
Jowisz 11,863 777,9 318,35 0,0484
Saturn 29,447 1425,7 95,3 0,0539
Uran 84,017 2869,0 14,58 0,0473
Neptun 164,791 4498,3 17,26 0,0086
Pluton 248,021 5812,8 < 0,1 0,2488

Stad otrzymujemy interesujacy nas diagram pokazujacy
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Przygladajac sie powyzszemu diagramowi, widzimy, ze
przeprowadzone obliczenia rzeczywiscie potwierdzaja
teorie Newtona. Wieksze odchylenia dla Merkurego

i Plutona od stalej granicznej 472 wynikaja z ich
duzych mimosroddw.

Mozemy teraz powrdci¢ do wzoru . Dokonujac
prostego rachunku na wzorze @, mozemy napisac
wzOr w ostatecznej formie jako
7 GM,T? B 472

ad 1+

Wzory @ i sg rownowazne i oba reprezentuja
trzecie prawo Keplera. Ze wzorow i wynika, ze
stata (1,0) jest réwna 472.
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Prowadzone sa dyskusje, jak rozszyfrowaé
oryginalne sformulowanie trzeciego prawa
Keplera.

Jest jednak calkowicie pewne i dokladne,
ze stosunek czaséw okresowych
dowolnych dwéch planet jest dokladnie
stosunkiem potegi 3/2 $rednich
odleglosct, to jest samych kul; pod
warunkiem jednak, zZe Srednia
arytmetyczna obu Srednic orbity
eliptycznej bedzie nieco mniejsza niz
dluzsza Srednica. ,Harmonices Mundi”

Srednia odlegltos$é planety od Storica
wzgledem zmiennej p wyraza si¢ poprzez

catke
1
Tp = */T(p)dp,
p

gdzie r jest promieniem wodzacym
planety po orbicie eliptycznej.

Na przyktad $rednie mierzone wzgledem
czasu (t), dtugosci tuku (s) i kata obrotu
(0) dla ruchu po okregu z centrum pola
sil w jego centrum sa réwne sobie (réwne
promieniowi okregu), natomiast dla elipsy
o pélosiach a, b réznia si¢ od siebie,

re = a(l+ €2/2), rs = a, rg = b, [Stein,
1977].

Ogdlne uwagi o analizie wymiarowej w fizyce

Ponizej przedstawiamy kilka ogélnych uwag dotyczacych

Gwoli écistosci historycznej nalezy powiedzieé, ze nie ma pewnoéci co do tego,
jak Kepler rozumial swoje trzecie prawo, gdyz w ,,Harmonices Mundi” nie
okresla on w jasny sposob, co rozumie przez ,S$rednia odlegtosé¢”, a zgodnosé
jego oryginalnego trzeciego prawa z jego pomiarami orbitalnymi ruchu planet
dotyczylta tylko orbit o bardzo malych mimosrodach. Jak wspomnielismy,
Merkury sprawial mu ktopot, podobnie jak pézniej wielu innym [Dembny, 2023].
Oryginalne sformulowanie Keplera nie moglo by¢ sformutowaniem ([7)),

gdyz nie wystepuje w nim mimosréd, natomiast w zasadzie moglo by¢
sformulowaniem (6). W artykule [Vijaya, 2019] mozna znalezé wnikliwa
rekonstrukcje rozumowania Keplera, prowadzaca do propozycji oryginalnej
keplerowskiej ,$redniej odlegtosci”.

Oczywiscie Kepler nie wiedzial jeszcze nic o Uranie i Plutonie. (Pluton zostal
wykreslony z listy planet przez Miedzynarodowa Uni¢ Astronomiczna, IAU, bez
zgodnego poparcia spolecznodci, nie tylko astronoméw, w 2006 roku).

Kroétkie podsumowanie metody analizy wymiarowej. W rozwazanym
powyzej zagadnieniu najpierw wyodrebniliémy istotne dla jego rozwiazania
wielkosdci fizyczne. Nastepnie przyjelismy dtugosé, mase i czas jako wielkosSci
fundamentalne, a stala grawitacji jako wielko$¢ pochodna, dajaca sie przedstawicé
jako iloczyn poteg wielkosci fundamentalnych. Dalej postulowaliémy istnienie
pewnej relacji miedzy istotnymi wielkosciami, niezmienniczej ze wzgledu na
skalowanie. Korzystajac z niezmienniczodci tej relacji, otrzymaliSsmy, poprzez
odpowiednie skalowanie, relacje wiazaca ze soba trzy bezwymiarowe wielkosci.
Relacja ta zawierala w sobie trzecie prawo Keplera. Matematyczne uzasadnienie
przeprowadzonych operacji jest zawarte w najwazniejszym twierdzeniu metody
analizy wymiarowej, tzw. Twierdzeniu II, [Barenblatt, 2003], [Birkhoff, 1960],
[Cantwell, 2002].

Powyzszy przyklad pokazuje zaréwno site, jak i pewne ograniczenia analizy
wymiarowej. O sile tej metody $wiadczy to, ze przy jej pomocy wyprowadziliémy
trzecie prawo Keplera, niewiele wiedzac o fizyce zagadnienia. Metoda ta pozwala
znalez¢é prawidlowa odpowiedZ w rozmaitych sytuacjach, gdy nie mamy wielu
danych. Potrzebna jest natomiast $wiadomo$¢ pozwalajaca zalozy¢ czy zgadnad,
od jakich wielkosci ta odpowiedz moze zaleze¢. Zauwazmy, ze gdybysmy

w definicji II3 uzyli masy planety, a nie masy Storica, to obliczenia dla lewej
strony wzoru (6) bylyby rozstrzelone. Sama analiza wymiarowa nie podpowiada,
ktéry wybor, M czy m, jest wlasciwy. Potrzebna zatem jest wiedza i intuicja
fizyczna. Ten fakt $wiadczy o pewnym ograniczeniu analizy wymiarowej.

We wstepie do monografii [Barenblatt, 2003] (patrz tez uzupelniajacy material
filmowy) przedstawiony jest przyklad pokazujacy, jak w rekach takich uczonych
jak Geoffrey I. Taylor i John von Neumann analiza wymiarowa pozwolita
oszacowa¢ mechaniczny efekt eksplozji atomowej. Byt rok 1940 i byla to bardzo
cenna informacja dla celéw wojennych. Ciekawe przyklady zastosowan analizy
wymiarowej w matematyce i fizyce sa przytoczone w artykule [Wéjcik, 2024].

zdefiniowane w kategoriach konkretnych wielkosci
dzialania, predkosci i czestosci, ktére wtedy powinnismy
przyjaé jako wielkosci podstawowe [Grozier, 2020].

analizy wymiarowej w fizyce, w szerszym kontekscie

modelowania matematycznego.

W fizyce nie ma uniwersalnych fundamentalnych
wielkos$ci, sa one sprawg wygody i konwencji, nawet
w danej teorii fizycznej. Przyjmowane w mechanice
newtonowskiej dtugos$é (L), masa (M) i czas (T)
jako wielkosci fundamentalne to tez tylko wybér.
Sam Newton wolal wybraé ped (P), sile (F)

i predkosé (V). Przy takim wyborze dlugosé, masa
i czas sa wielko$ciami pochodnymi, z L = PF~'V,
M =PV~1iT = PF~!. Zwréémy tez uwage, ze

w ukladzie SI jednostki masy, dlugosci i czasu sa

Zaklada sie, ze w fizyce wszystkie prawa powinny
by¢ niezalezne od wyboru jednostek, czyli méc by¢
wyrazone w postaci bezwymiarowej.

Nie wchodzimy tu w glebsze rozwazania dotyczace tego
metafizycznego zatozenia (jest ono dyskutowane np. w [Birkhoff,
1960], [Grozier, 2020]). W fizyce pozorna ,oczywisto§é¢” danego
zatozenia nie moze by¢ dowodem na jego prawdziwo$é czy
uniwersalno$é. Newtonowska niezalezno$¢ czasu i przestrzeni to
przyktad pozornie oczywistego zalozenia. Juz Leibniz si¢ z tym
zalozeniem nie zgadzal, ale trzeba byto dlugo czekaé, aby potwierdzié¢,
ze tego zalozenia nie mozna przyjac¢ jako uniwersalnej prawdy

o rzeczywistodci fizycznej.

W swoim magnum opus James Clerk Maxwell napisal:
Rownania, do ktorych dochodzimy, muszq byc takie,
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aby osoba dowolnego narodu, zastepujgc roine symbole
wartosciami liczbowymi wielko$ci mierzonych w jego
wlasnych jednostkach narodowych, uzyskatla prawdziwy
wynik [Maxwell, Treatise” (1873), art. 2]. Wczedniej,
w 1822 roku, zwrocil tez na ten wymog uwage Joseph
Fourier w ,, Théorie Analytique de la Chaleur”. Fourier
jako pierwszy stwierdzil, ze istnieja pewne , jednostki
podstawowe”, w kategoriach ktérych kazda wielko$é
fizyczna ma pewne ,wymiary” mozliwe do zapisania
jako wykladniki. Jeszcze wezesniej Galileusz i Newton
postugiwali sie elementami analizy wymiarowej

w pewnych rozumowaniach [Birkhoff, 1960].

Niezalezno$é praw fizyki od wyboru jednostek to
inaczej ich niezmienniczo$¢ ze wzgledu na grupe
transformacji skalowania. Wiemy, ze np. réwnania
mechaniki Newtona sa tez niezmiennicze ze wzgledu
na grupe transformacji Galileusza. Grupy transformac;ji,
wzgledem ktérych dane réwnanie jest niezmiennicze,
nazywamy grupami symetrii tego réwnania [Cantwell,
2002], [Eukaszewicz, 2021]. Analiza wymiarowa

jest tylko czedcia teorii symetrii réwnan (zaréwno
algebraicznych, jak i rézniczkowych), wyrazajacych
prawa fizyki w ramach rozmaitych jej modeli

Co nieco o energii

(np. mechaniki klasycznej, hydrodynamiki, mechaniki
kwantowej). Symetrie sa niezwykle wazne w calej fizyce,
sg $cisle zwiazane z zasada najmniejszego dzialania

i prawami zachowania.
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A. Wéjcik, Czy metr moze byé kwadratowy?, A3,

Ludwik LEHMAN

Energia to kluczowe pojecie nie tylko w fizyce, lecz takze w innych naukach
przyrodniczych. Jednak bardzo trudno znalez¢é w miare precyzyjna definicje
energii. Z jednej strony to nie dziwi. Podstawowe pojecia sg do zdefiniowania
najtrudniejsze. Co to jest czas? Kiedy nikt mnie nie pyta, wiem. Ale kiedy chce
wytlumaczyé komus, kto o to pyta, juz nie wiem. To stwierdzenie $w. Augustyna
dobrze pokazuje, na czym polega dylemat operowania podstawowymi pojeciami.
Jednak patrzac z drugiej strony, potrzebujemy odpowiednich nazw oraz ich
choéby roboczych, intuicyjnych definicji. W fizyce nazwy pomagaje wytworzyé
stan umystu, w jakim postrzegamy pojecie fizyczne. Dobra nazwa wywoluje

w umyésle obraz, ktory uwypukla najwaziniejsze wilasnosci pojecia i tym samym,
w sposob podswiadomy, intuicyjny pomaga zapoczgtkowac owocne badania. Zla
nazwa moze wytworzyé blokade umystowq, ktora przeszkadza w prowadzeniu
badan. Tak trafnie napisal Kip S. Thorne w ksiazce ,,Czarne dziury i krzywizny
czasu”. Gdy zamienimy w tym cytacie stowo ,nazwa” na ,definicja pojecia” —
otrzymamy rownie trafne spostrzezenie.

Podreczniki akademickie raczej unikaja mierzenia sie z ,intuicyjna” definicja
energii, zaczynajac od operacyjnych definicji energii kinetycznej, potencjalne;j
etc. Na przyklad tak robig Kittel, Knight i Ruderman w ,Mechanice” (czesé¢ tzw.

kursu berkelejowskiego). Stynne ,Feynmana wyklady z fizyki” w podrozdziale
Co to jest energia? oferuja historyjke o Piekielnym Piotrusiu i jego klockach
oraz podsumowanie: fizyka wspdlczesna nie mowi wlasciwie, czym jest energia.
Halliday, Resnick i Walker w ,,Podstawach Fizyki” (w wydaniu z 2012 roku)
pisza tylko: Termin energia ma w rzeczywisto$ci tak szerokie znaczenie, Ze
trudno jest podac jego klarowng definicje. Nastepnie przechodza do operacyjnego
wprowadzania rodzajéw energii. Haslo energia w ,,Stowniku fizycznym” (Wiedza
Powszechna, 1992) rozpoczyna sie nastepujaco: uniwersalna wielko$é fizyczna,

nadajgca sie do opisu wszelkiego rodzaju procesow i oddzialywan wystepujgcych
w przyrodzie. Najistotniejszq cechq e. jest to, Ze podlega ona zasadzie zachowania.
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