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Rys. 1. Pierwsze zagiecie — wykonane
réwnolegle do krawedzi szeroko$ci

Rys. 2. Drugie zagigcie — wykonane
réwnolegle do krawedzi dlugosci

Rys. 3. Trzecie zagiecie — wykonane
réwnolegle do krawedzi szerokodci

Papierem na ksiezyc
Grzegorz SZYMANEK*

Znanym faktem jest, ze zginajac kartke wpdl, dokonujemy jej dwukrotnego
pogrubienia. Z kazdym zgieciem nastepne jest coraz trudniejsze — az do
momentu, w ktérym dokonanie jeszcze jednego jest juz niemozliwe. Nasuwa

sie¢ wiec nieuchronne pytanie: ile wladciwie razy mozna zgia¢ dana kartke wpot?
Te wtasnie liczbe spréobujemy wyznaczy¢, przyjmujac, ze kartke zginaé¢ bedziemy
naprzemiennie po dlugosci i szerokosci. Niech n oznacza liczbe dokonanych zgie¢;
Ly, Wh, D, — odpowiednio: dtugoséé, szerokosé i grubosé kartki po n zgieciach.
Na poczatek zdefiniujmy zalozenia, na ktérych bedziemy bazowaé podczas
dalszego zglebiania pomystu:

1. Zlozenie kartki wpot oznacza, ze na ,,zewnatrz” zagiecia powstaje tuk
kolisty o takiej dlugosci, by suma ,,zewnetrznej” powierzchni odpowiadala
powierzchni kartki przed ztozeniem.

2. ;Wewnetrzna” czes¢ zagiecia jest punktowa — kartka zostaje w tym miejscu
,ztamana’.

3. Konsekwencja punktow 2 i 3 jest fakt, ze objetosé kartki na obszarze
zagiecia maleje dwukrotnie. Przyja¢ wiec mozna jedna z dwéch mozliwych
interpretacji:

e $rednia gesto$¢ kartki na zagieciu jest dwukrotnie wigksza niz przed
wykonaniem zgiecia,

e po wykonaniu zagiecia po stronie przeciwnej niz nowo utworzony tuk
powstaje klin ,kompensujacy” ubytek w objetosci.

Niezaleznie od tego, ktéra z powyzszych opcji przyjmiemy, warunki 11 2

pozostaja spelnione.

Tym samym mozemy rozpoczacé nasza przygode. W celu ulatwienia
obliczenr wprowadZmy oznaczenia (jak na rysunkach): l,,, — dlugo$é plaszczyzny
kartki (bez luku), w, — adekwatnie, szeroko$é plaszczyzny, d — poczatkowa
grubo$é kartki, gdzie m oraz u naleza do zbioru {0,1,2,...}.

W pierwszej kolejnosci wyrazmy grubo$¢ kartki po n zgieciach:

D,=d-2".

Dalej przyjmijmy nastepujaca definicje dtugosci i szerokoéci: operacje
rozpoczynamy od wykonania zagiecia réwnoleglego do krawedzi szerokosci W,
nastepnie do krawedzi dtugosci £, znowu W itd. Diugosé¢ i szeroko$é wybieramy
wiec, okreslajac kolejnosé wykonywanych zgieé (o sprzecznie z lingwistyczna
konwencja nie musi by¢ wieksze od wy).

n=1 W1=W0

20 +md =1y +0
1
llzi(lo—ﬂ'd)
Li=11+d
Lo =L,

n=2

1
wy = §(w0—71'-2d)

Wy = wq + 2d

2wy + 2nd =W = wp + 0

Ws =Wy
200 +4nd =Ly =11 +d

Ws =W,y
203 + 167d = L4 = 1o + 4d

1
l2:§(11+d—ﬂ'4d)
L3 =1+ 4d

Lys=L3
2wy + 8md = W3 = wy + 2d

1
I3 = §(l2+4d—ﬂ"16d)
Ls =13+ 16d

Le = L5
2wz + 327d = W5 = wy + 8d

n=4 n==~0

1
wg = §(w2+8d—7r-32d)

Wes = w3 + 32d

1
wgzi(w1+2d—7r~8d)

Wy = ws + 8d

Majac te posta¢, mozna juz utworzy¢ wzér ogélny na I, (oczywiscie dla m > 0):
1
I = 5(zm_1 + 4™ 72 |d — 7w - 4™ ).
Rozwijajac powyzsza rekurencje (podstawiamy kolejno wzory pod l,,,—1,
potem [,,,_o itd.), dostajemy sume, ktéra mozna na powrét zwinaé, stosujac
wz6r na sume ciaggu geometrycznego, i zastepujemy tym samym wzor
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Rys. 4. Skrajny przypadek (kartki nie da
sie juz zlozyc)

rekurencyjny iteracyjnym:
1 1-—g8m! 1 1-8™
l l d — | —md| .
m ot [2m1 1-8 } F{2m18]
Wyobrazmy sobie teraz przypadek skrajny, po ktoérego przekroczeniu wykonanie
nastepnego zgiecia bedzie niemozliwe (rys. 4).
Widag¢, ze zachodzi¢ musi:

lm 2 0.

7 tego warunku, po krétkich przeksztalceniach, otrzymujemy nieréwnosc:

7
Llg—2+7
m < logg (dol>.
]
1

Podobne wyprowadzenie przeprowadzamy dla szerokoéci w,, i otrzymujemy:
wo—2+m
<lo 240 7 1.
U x g8< 8r — 2 > +
Wystarczy teraz okresli¢ liczbe zgie¢ wzdluz krawedzi £ i W.
Poniewaz liczba zgie¢ jest liczba catkowita oraz zachodza nieréwnosci postaci

m,u < ..., mamy:
7
Llg—2+m
m:{log8<do 1 )J:
T—1

’U)O 2+7T
T3

Powyzsze rownosci okreslaja maksymalna liczbe zgie¢ kolejno dla krawedzi £
i W (przy zalozeniu, ze przy zginaniu jednej z krawedzi bylo mozliwe zgiecie tej
drugiej).

Jesli m > u, mamy ciag zgie¢ (np. tutaj m =n + 3):
1 1 2 2 u m—2 m—1
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Caly mozliwy do wykonania ciag zgie¢
Czyli catkowita liczba zgie¢ dla m > u to n = 2u + 1.
Jesli natomiast m < w, mamy ciag zgie¢ (np. tutaj m = u — 3):
1 1 2 2 m u—2 u—1 u
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Caly mozliwy do wykonania ciag zgie¢

Czyli calkowita liczba zgie¢ dla m < u to u = 2m. Ogdlny wzér na n ma postac:

glo 24w
m = |logg | ——F—

2u+1 dlam>u dla T—y
2m dlam < u 2d —247
u = |logg wil
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Przetestujmy teraz nasz algorytm. Biurowa kartka papieru w formacie A4
ma standardowo wymiary: 297 x 210 x 0,1 mm. Podstawiajac je odpowiednio do
ustalonych wzoréw, sprawdzimy, ile razy mozna zgiaé¢ kartke wzdtuz dtugosci
i szerokodci (pamietajac jednoczesnie, ze dlugosé w naszym problemie to
krawedZ, w poprzek ktérej wykonujemy pierwsze zagiecie).
dla lp = 297 mm i wg = 210 mm
m=1[4,27| =4
=13,77] =3

m>u:>‘n:2u+1:7




dla lp = 210 mm i wg = 297 mm
m=[4.103] =4
u=1,3.937] =3

m>u:>‘n:2u+1:7

Widaé, ze kartke papieru w formacie A4 mozna zgia¢ co najwyzej 7 razy, co
zgadza si¢ z popularng miejska legenda.

Po przeprowadzeniu podobnych obliczen dla kartki A3 o tej samej grubosci
(297 x 420 x 0,1 mm) okazalo sig, ze bardziej oplacalnym jest przyjaé lp = 297 mm
i wyp = 420 mm (krétsza krawed? jest zginana jako pierwsza), co daje nam
maksymalng liczbe zgie¢ rowna 8.

Papierem na Ksiezyc. Dochodzimy do miejsca, w ktérym spelnimy obietnice
z tytulu. Sprobujmy ustali¢é wymiary kartki papieru o grubosci d = 0,1 mm
potrzebnej do zbudowania potaczenia migdzy powierzchniami Ziemi i Ksigzyca
wylacznie przez wielokrotne zginanie jej wpot. Srednia odlegtos¢ miedzy
powierzchniami Ziemi i Ksiezyca wynosi okolo 376 291 km. Policzmy, ile razy
nalezaloby ztozy¢ nasza kartke papieru, aby dosiegnaé do Ksiezyca.

D,, = S, = 376291 km = 376291 - 10° mm = 0,1 mm - 27,
291 - 106
n= [1 ) (376 o110 mmﬂ = [41,775] = 42.

0,1 mm
n = 42 jest liczba parzysta, wiec mamy przypadek n = 2m, czyli nastapi taka
sama liczba zgie¢ wzdluz dlugosci i szerokosci m = v = 21. Kontynuujemy
obliczenia, przywolujac wzory na m i u, i otrzymujemy wymiary (lp X wp):

2546,85 au x 5093,7 au

(1 au &~ 150 - 10° km).

Uktad Stoneczny. Chcac wyobrazié¢ sobie rozmiar naszej kartki, mozemy
poréwnac ja z rozmiarami Ukltadu Stonecznego, ktérego promien szacowany
jest na okolo Ry = 4498252900 km ($rednia odleglo$é Neptuna od Storica).
Poréwnajmy pole powierzchni kartki Py z powierzchnia Ukladu Stonecznego P;
(a raczej polem powierzchni kola o krawedzi zarysowanej przez usredniona orbite
Neptuna):

Pp =1y - wo = 2,903271 - 10?* km?,

P, =R} = 6,356786 - 10" km?,

Py
— =4 1 .
D 567,1995

S
Przez fakt posiadania bez mala 4600-krotnosci powierzchni aktualnie
zamieszkiwanego przez nas ukladu planetarnego oczywistym jest, ze nasza
kartka bez watpienia zastuguje na miano megastruktury.

Dla zobrazowania skali wielkosci naszej kartki mozemy pordéwnaé ja
z najodleglejszym od Ziemi obiektem wystanym przez czlowieka — sonda misji
Voyager I (korzystajac z danych na moment: 00:00 UTC 01.01.2025):

km % - R'UI
Vu, = 16,9995 P R,, = 24798697 389 km, t= v
vr

Zakladajac, ze sonda bedzie leciala ze stala predkoscia V,,, — osiagnie punkt,
w ktérym pole powierzchni P, = FR%I stycznego do niego kola (ze $rodkiem
w Sloricu) bedzie identyczne z polem naszej kartki papieru, w 2545 roku.

Alternatywy. Ostatecznie wartym nadmienienia jest fakt, iz powyzsze ustalenia
poprawne sa wylacznie dla skladania naprzemiennego (wzdtuz krawedzi £ i W).

Analogiczna metoda Czytelnik moze wyprowadzi¢ wzor dla kolejnych ztozen
réwnolegle do wylacznie jednej, wybranej krawedzi kartki papieru. Tym
sposobem ustali¢ mozna, na przyklad, przewidywana liczbe zlozen calej rolki
papieru toaletowego.
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