O przydziale miejsc na przedmiotach Oskar SKIBSKI*

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Podobno zdarzato si¢ nawet, ze studenci
z wysoka Srednig rejestrowali sie na jakis
przedmiot ,dla kogos”, a potem na
papierowych druczkach w Sekcji
Studenckiej oddawali mu to miejsce.

W dyskusjach i opracowaniu tej metody
uczestniczylo sporo oséb: Marcin Engel,
Agata Janowska, Piotr Kepczynski,
Paulina Kubera, Adam Malinowski,
Konrad Mocarski, Jakub Piotrowicz,
Barbara Préchniak, Oskar Skibski

i Piotr Skowron (kolejnosé alfabetyczna).

Kilka miesiecy temu Samorzad Studentow Wydzialu Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego zaproponowal, aby zmieni¢

sposob, w jaki odbywa sie rejestracja studentéw na przedmioty. Do tej pory,

w uproszczeniu, dzialata ona tak: kazdy student wybieral przedmioty, na ktére
chcialby sie zapisa¢; nastepnie po kolei rozpatrywani byli studenci, w kolejnosci
malejacej éredniej ocen, i kazdemu przydzielane byly miejsca na wszystkich
przedmiotach, ktére wybrali i na ktére byly jeszcze wolne miejsca. Studenci

nie byli zbytnio zadowoleni z tego systemu, i trudno im sie dziwi¢. Jednym

z probleméw bylo to, ze student nie wiedzial, ile przedmiotéw powinien wybrad,
bo nie mial pewnoéci, ile z nich dostanie, a ile$ zaliczy¢ musi. Wigkszym
problemem byto jednak to, ze system ten bardzo mocno premiowal osoby

z wysoka $rednia. Mozna argumentowacé, ze student z najwyzsza Srednia
powinien mieé pierwszenstwo rejestracji na pewng liczbe przedmiotéw przed
studentem ze $rednig najnizsza. Ale czy powinien tez mieé¢ pierwszenstwo na
wszystkich przedmiotach przed studentem ze $rednia tylko odrobine nizsza?

Pierwszym naturalnym krokiem do uzdrowienia systemu byto wprowadzenie
limitu na liczbe przedmiotow, jakie moze dostaé¢ jeden student, oraz zmiana tego,
co deklaruja studenci — lepiej, aby podawali oni kolejnos¢ przedmiotéw, na ktére
chca si¢ zarejestrowaé, od najbardziej pozadanego do najmniej. Trudniejszym
problemem jest jednak wyrdéwnanie szans studentow. Najréwniej bytoby
oczywiscie, gdyby w koétko kazdemu studentowi przydzielaé¢ jeden przedmiot.
Ten system, znany na przyklad z wyboru druzyn na lekcjach wf, nazywa sie
Round Robin (lub rzadziej, ale po polsku, algorytmem karuzelowym). Jednak
czy tak powinna dzialaé rejestracja na przedmioty? Czy cigzko wypracowana
$rednia nie powinna odgrywaé wigkszej roli? Czy daloby sie zrobié¢ tak, aby
osoby ze zblizona srednia byty traktowane tak réwno, jak sie da, ale wieksza
roznica w Srednich przekladala sie na lepsza sytuacje?

Pewnie, ze si¢ da! W wyniku wielu rozmoéw i negocjacji powstal algorytm, ktoéry
ze wzgledu na swoja uderzajaca sprawiedliwo$¢ nazwany zostal Robin Hoodem.

Przydzial miejsc na przedmiotach (Robin Hood)

Krok 1: Kazdy student podaje ranking przedmiotéw, na jakie chcialby sie
zapisac.

Krok 2: Umieszczamy wszystkich studentéw na wspolnej liscie i sortujemy
malejaco wzgledem $redniej ocen.

Krok 3: Bierzemy pierwsza osobe z listy i przydzielamy jej przedmiot, na
ktérym zalezy jej najbardziej sposrdd tych, na ktérych sa jeszcze wolne miejsca
(jezeli jeszcze nie osiagnela pewnego z géry ustalonego limitu).

Krok 4: Zmniejszamy $redniag wybranej osobie o stala ¢ = 0,5 i przesuwamy ja
odpowiednio w doét na liscie.

Krok 5: Powtarzamy kroki 3 i 4, az skonicza sie nam miejsca na przedmiotach
lub nikt nie bedzie chciat juz zadnego z dostepnych przedmiotéw.

Ile powinna wynosi¢ stala c, jest kwestia do dyskusji. Latwo zauwazy¢, ze gdyby
zmienié¢ ja na 0, to uzyskaliby$Smy obecny system, a dla 5 to zwykty Round
Robin.

A co ta stala oznacza? Ustalmy dwdéch studentéw i popatrzmy, jak przeplataja
sie ich wybory. Jezeli dwie osoby maja réznice srednich mniejsza niz ¢, to sa
traktowane tak réowno, jak sie da — beda wybiera¢ na zmiane, zaczynajac od

tej z wyzsza Srednia. Jezeli z kolei ta réznica jest pomiedzy k-ca (k+1) - ¢,

to student z wyzsza Srednia najpierw wybierze k przedmiotéw, a potem beda
wybieraé¢ na zmiane, zaczynajac od tego z wyzsza Srednia. Na przyktad dla
najwyzszej sredniej 5,0 i najnizszej 3,1, najlepszy student wybierze 4 przedmioty
przed najgorszym.

Mozemy sie spieraé, czy metoda jest fajna, czy nie. W szanowanym czasopi$mie,
jakim jest Delta, skupimy sie jednak na konkretach, czyli zbadamy, jakie ma
teoretyczne wlasnosci. Ale najpierw ilustracja.
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Przykladowo dla dwéch przedmiotéw m, p
(matematyka i polski) mozemy mieé
multizbiér O = {m, m,m, p,p}
oznaczajgcy 3 miejsca na matematyce

i 2 na polskim.

Formalnie, A »; B, jezeli |A| > |B]|

i mozemy tak uporzadkowac przedmioty
A=A{a1,...,an} i B={b1,...,be}, aby
zachodzilo a; = b; lub a; >; b; dla
kazdego j € {1,...,4}.

Tlustracja prezentuje kolejnos¢ wyboréw w Robin Hoodzie, a kolejne wiersze
odpowiadaja przydzialowi miejsc na przedmiotach po 4, 14, 29 i 49 krokach
procedury. Kolorowe prostokaty symbolizuja przydzielane miejsca, a kolor
odpowiada kolejnosci, w ktorej miejsce zostato przyznane — pierwsze miejsca

sa zielone, a ostatnie czerwone. Jak widzimy, studenci z najwyzsza $rednia (> 4,5)
wybieraja po pierwszym przedmiocie, po czym zmniejszamy im $redniag o 0,5.
W ten sposéb ,wtasowuja sie” oni w studentéw ze srednig pomiedzy 4,0 a 4,5,

i razem z nimi wybieraja po kolejnym przedmiocie.

Aby opowiedzieé¢ o wlasnosciach Robin Hooda, wprowadzmy troche oznaczen.
Zalézmy, ze mamy n ponumerowanych studentéow. Przyjmiemy, ze kazdy
student ma liste rankingowa wszystkich przedmiotow, bez remiséw. Dla dwdch
przedmiotéw a, b bedziemy pisaé a >; b, jezeli student ¢ woli przedmiot a od b.
Dla uproszczenia zignorujemy limit przedmiotow, jaki moze mieé¢ jeden student:
nie zmienia on wiele, a komplikuje analize. Bedziemy wiec kazdemu studentowi
przydzielaé¢ jak najwiecej miejsc.

Miedzy studentéw bedziemy rozdziela¢ pewien zbiér miejsc na przedmiotach.
Dla utatwienia ten zbiér bedzie po prostu multizbiorem przedmiotéw, czyli
»zbiorem”, w ktérym przedmiot pojawia sie tyle razy, ile jest na nim miejsc.
Szukamy pewnego podziafu tych miejsc, czyli listy (A4;) = (44,...,A,) takiej, ze
Ay,..., A, sa zbiorami przedmiotéw dla studentéw 1,...,n (nie multizbiorami!),
ktére potaczone dadza multizbidr wszystkich miejsc.

Co mozemy powiedzieé o preferencjach studenta dla zbioréw przedmiotéw? Aby
unikngé spekulacji, czy lepiej mie¢ dwa érednie przedmioty, czy jeden fajny i jeden
staby, bedziemy poréwnywaé tylko niektére zbiory. Powiemy, ze osobie i podoba
sie zbi6ér A co najmniej tak samo jak B (oznaczane A =; B), jezeli |A| > |B| oraz
najbardziej lubiany przedmiot z A jest co najmniej tak lubiany jak ulubiony z B,
drugi z A co najmniej tak lubiany jak drugi z B itd. Latwo zauwazy¢, ze A =; B
oraz B =; A implikuje A = B. Bedziemy wiec pisa¢ A =; B, jezeli A =; Bi A # B.

Jedna z podstawowych wlasnosci dobrego podzialu jest to, ze nie da sie go tatwo
poprawié, to znaczy tak pozmienia¢, aby nikt na tym nie stracit, a kto$ zyskat.

Podzial (A;) jest optymalny w sensie Pareto, jezeli nie istnieje podzial
(B;) taki, ze B; =; A; dla kazdego studenta i oraz B; »; A; dla
przynajmniej jednego studenta.

Czy podzial uzyskany przez Robin Hooda jest w tym sensie optymalny? Tak.
Mozna powiedzie¢ nawet wiecej — dowolny podzial uzyskany przez kolejne
przydzielanie studentom miejsc na ich ulubionych dostepnych przedmiotach
jest optymalny, niezaleznie od kolejnosci, w jakiej bedzie sie te osoby wybierac.
Aby to zobaczy¢, wystarczy po kolei rozpatrywaé przyznane miejsca. Czy
student wybierajacy jako pierwszy moze preferowaé podzial, w ktérym nie ma
przedmiotu, ktéry dostal w pierwszej kolejce? Oczywiscie nie. A spoérod takich
podzialéw, czy student, ktéry wybiera jako drugi, moze preferowaé podzial bez
przedmiotu, ktéry dostat w drugiej kolejce? Nie — jezeli nie jest to jego ulubiony
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Drunk Robin: Wybieramy dowolnego
studenta i przydzielamy mu jego ulubiony
dostepny przedmiot. Powtarzamy, dopdki
sg jeszcze jakie$ miejsca.

Jezeli w grafie wszystkie wierzchotki maja
krawedzie wychodzace, to zawsze
znajdziemy w nim cykl, podazajac
uparcie za strzatkami wychodzacymi —
studentéw (na §wiecie) mamy skonczong
liczbe, wigc w koncu ktos si¢ powtorzy.

Round Robin: Ukladamy studentéw

w liste. Bierzemy pierwszego,
przydzielamy mu jego ulubiony dost¢pny
przedmiot i przesuwamy go na koniec
listy. Powtarzamy, dopdki sa jeszcze
jakie$ miejsca.

Rozwazmy 2 studentéw, zbiér miejsc
{a,b, c,d} (na kazdym przedmiocie jedno
miejsce), podzial Ay = {a,b}, Az = {c,d}
i preferencje: a =1 b >=1 ¢ >1 d oraz

b >2 c >2 d =2 a. Podzial ten jest
optymalny w sensie Pareto i spelnia EF1,
ale nie da si¢ go uzyskac algorytmem
Round Robin.

Dla modelu, w ktérym nie ma limitu
przedmiotéw, jakie moze mieé jeden
student, definicja Robin Hooda wyglada
tak:

Robin Hood: Wybieramy studenta

z najwyzsza $rednia, przydzielamy mu
jego ulubiony dostepny przedmiot

i zmniejszamy mu $rednig o ¢ = 0,5.
Powtarzamy, dopdki sa jeszcze jakies
miejsca.

przedmiot, to znaczy, ze na ulubionym bylo tylko jedno miejsce, ktorego nie
moze dostaé, nie krzywdzac w ten sposob pierwszego studenta. I tak dalej.

Nazwijmy taki algorytm przydzialu Drunk Robinem (definicja na marginesie).
Okazuje sig, ze wszystkie optymalne podzialy da sie¢ nim uzyskac!

Twierdzenie. Podzial jest optymalny w sensie Pareto wtedy i tylko wtedy, gdy
da sie go uzyskac algorytmem Drunk Robin.

Dowdd. UzasadniliSmy juz, ze Drunk Robin daje tylko podzialy optymalne.
Zal6zmy, ze mamy podzial optymalny i rozpatrzmy graf, w ktérym
wierzchotkami sa studenci, a skierowana krawedz (i, j) istnieje, jezeli j posiada
jakis przedmiot, ktéry ¢ woli od wszystkich swoich przedmiotéw. Gdyby ten
graf mial cykl, to podzial nie bylby optymalny — kazdy student moégtby dostaé
bardziej lubiany przedmiot w zamian za ktérys mniej lubiany. Skoro graf nie
ma cyklu, to musi istnie¢ wierzcholek bez krawedzi wychodzacych, czyli ktory
nikomu nie zazdrosci zadnego przedmiotu. Mozemy mu zatem pozwoli¢ wybieraé
jako pierwszemu. Nastepnie kasujac jego ulubiony przedmiot z jego zbioru

oraz jedno miejsce ze zbioru dostepnych miejsc, dostaniemy mniejszy podzial,
ktory tez jest optymalny: gdyby nie byl i istniatby lepszy podzial, po dodaniu
skasowanego przedmiotu dostalibySmy podzial lepszy niz oryginalny, przeczac
jego optymalnosci. Postepujac dla niego i kolejnych mniejszych podziatéw
analogicznie, otrzymamy kolejnosé, w ktorej kazdy student wybiera ulubiony
dostepny przedmiot. O

Podzialy uzyskane z Drunk Robina moga by¢ jednak bardzo niesprawiedliwe.
W jaki sposob mozemy opisaé fakt, ze podzial jest sprawiedliwy? Nie mozemy
wymagac, aby wszyscy dostali miejsce na ulubionym przedmiocie. Mogliby$Smy
jednak chcieé¢, aby kazda osoba miala zbiér nie wiecej niz o jeden przedmiot
gorszy niz kazda inna. O tym wlasnie méwi nastepujaca wiasciwosé:

Podzial (A;) jest wolny od zazdrosci z dokladnoscig do jednego przedmiotu
(EF1), jezeli dla dowolnych dwéch studentéw ¢, j zachodzi A; = () albo
istnieje przedmiot p € A;, taki ze A; =; A; \ {p}.

Latwo zobaczy¢, ze podzialy uzyskane Round Robinem spelniaja te wlasnosé:
pierwszy przedmiot wybrany przez studenta i jest dla niego lepszy lub taki
sam jak drugi wybrany przez studenta j, drugi wybrany przez i jest lepszy lub
taki sam jak trzeci wybrany przez j itd. Co ciekawe, istnieja jednak podzialy
optymalne w sensie Pareto, ktére spetniaja EF1, a nie da sie ich uzyskaé
algorytmem Round Robin. Przyktad znajduje sie na marginesie.

A czy podzialy uzyskane Robin Hoodem spelniaja EF1? Nie, ale to dobrze —
chcemy przeciez, aby wyzsza $rednia przelozyla sie na znaczaco lepszy zbiér
przedmiotéw. Niech p; bedzie pewnym priorytetem, czyli u nas $rednia
studenta i. Mozemy zdefiniowa¢ nastepujacy wariant wtasnosci EF1:

Podzial (A;) jest wolny od zazdrosci z dokladnosciq do jednego przedmiotu,
wwzgledniajge priorytety (EF1-p), jezeli dla dowolnych dwéch studentéw 4, j
zachodzi:

o jezeli (pj —pi)/c €[4, £+ 1) dlal e N, to istnieje P C A;, |P| <{+1
taki, ze Ai ti Aj \P,

o jezeli (pj —pi)/c € (£,€+1] dla ¢ €N, to istnieje P C A;, |P| < ¢ taki,
ze Aj \P ij A1

YLatwo sprawdzi¢, ze gdy priorytety sa rowne, wlasnoéé ta sprowadza sie do
EF1. Przy priorytetach spelnialno$é¢ wynika z kolejnosci, w jakiej studenci
wybieraja przedmioty: dla (p; — p;)/c € [(,£+ 1) student j wybiera £ lub
£+ 1 przedmiotéw przed studentem i, wiec po wyrzuceniu £ 4+ 1 ulubionych
przedmiotéw studentowi j student i bedzie wolal swéj zbior.

Nasz algorytm zastosowaliSmy do przydzialu miejsc na przedmioty, ale mozna
go tez stosowaé¢ w codziennym zyciu, np. do podzialu czekoladek z bombonierki.
Starszym Czytelnikom sugerujemy przyjaé za priorytet wiek, tylko ile powinno
wynosi¢ ¢? Nie bedziemy osadzac, jezeli zostaniecie przy ¢ = 0,5.
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