Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 790, 791

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

790. Jednorodny pret o dlugosci 2 opiera sie na krawedzi nieruchomej,
poétkolistej czaszy o promieniu R (rys. 1). Jaki kat a tworzy pret z plaszczyzna
pozioma w potozeniu réwnowagi? Tarcie zaniedbujemy.

791. O jaka wielko$¢ zmieni si¢ natezenie pradu w kolowej petli

z nadprzewodnika, gdy nalozymy ja na dluga zwojnice podlaczona do baterii
o sile elektromotorycznej £ (rys. 2). Calkowity opér obwodu ze zwojnica
wynosi 7, liczba zwojéw N, wspdlczynnik samoindukeji zwojnicy Lg, a petli L.
Indukcje wzajemna zaniedbujemy:.

Rys. 1 . . ,

Y Rozwigzania zadan z numeru 9/2024
Przypominamy tre$c¢ zadan:

r 782. Potencjal w §rodku odosobnionego, natadowanego, drucianego
pierécienia o promieniu a wynosi ¢po. Pierscien ten zblizono do uziemionej
przewodzacej sfery o promieniu b tak, ze tylko $§rodek pierscienia znajduje

£ si¢ na powierzchni sfery (rys. 3). Znalezé tadunek indukowany na sferze.

Rys. 2 783. Mata kulka o masie m natladowana tadunkiem ¢ zawieszona jest

na niewazkiej i nierozciggliwej nici w jednorodnym polu magnetyc
o indukcji Bo skierowanej pionowo. Kulke odchylono o maty kat z potozenia
rownowagi i puszczono swobodnie. Po jakim czasie plaszczyzna wahan
wahadta obréci sie¢ o kat 27?7 Maksymalna sitla Lorentza dzialajaca na kulke
jest malta w poréwnaniu z maksymalng sita zawracajaca. Nie uwzgledniamy
efektéw zwigzanych z obrotem Ziemi.

782. Potencjal w srodku odosobnionego pierscienia jest

réwny oo = ZZ kqi/a = kQ/a, stad tadunek pierscienia

Q = apo/k. Potencjal uziemionej sfery oraz w jej wnetrzu wynosi
zero i pochodzi od naladowanego pierscienia oraz tadunkéw
indukowanych na sferze. Ladunki indukowane nie sg roztozone
réwnomiernie, dlatego najlatwiej jest wyrazi¢ potencjal w srodku

0= kQ// a2 + b2 + kQina/b.

Szukany tadunek indukowany dany jest wzorem:
Qina = —Qb/kr\/a2 + b2 = —4Anegabpo// a2 + b2.

783. Bedziemy zakladaé, ze tadunek g jest dodatni, a pole
magnetyczne skierowane w gére. Wprowadzmy uklad
wspblrzednych, ktérego poczatek umieszczamy w punkcie

sfery:

zawieszenia, 0§ z skierowana jest pionowo w gore, a osie x i y
leza w plaszczyznie poziomej. Réwnanie ruchu kulki ma postaé:
ma=mg+T+ Fp,

gdzie a = d?r/dt?, r = (x,y, ) jest wektorem polozenia kulki,
|r| =1 jest dlugoscia wahadla, sita naprezenia nici T' = —T'r/I.
Dla matych drgan T' = mg. W tym przyblizeniu kulka porusza sie
praktycznie w plaszczyznie poziomej, a sktadowe sity Lorentza
wynoszg, (rys. 4):

Fry = Frsin 8 = quyBo, Fy = —F cos f = —quy Bo, Fr, = 0.
Réwnanie ruchu w rzucie na osie z, y ma postac:
(1) may = —mgz/l + quyBo, may = —mgy/l — quz Bo.
W nieobecnosci pola magnetycznego wahadlo wykonuje drgania
w jednej plaszczyznie z czestoscia wo = 4/ g/l. Gdy pole By # 0,
sila Lorentza zakrzywia tor kulki, ale poniewaz nie wykonuje
pracy, maksymalne wychylenie nici z potozenia réwnowagi
pozostaje stale. Z zasady zachowania energii

771('Umax)2 Oémax)2

l
=mgl (1 — cos atmax) = 2mglsin? (a";x> -mg (

Umax = Omax\/ gl

Poniewaz maksymalna sila Lorentza jest mala w poréwnaniu

2 2

z maksymalng sily zawracajaca Fzax,

FrLmax _ qBovmax _ qBo £ _ wB <1,

F7 max mgmax m g9 wo
gdzie wp = qBo/m jest czestoscia ruchu obrotowego czastki
naladowanej, poruszajacej sie po okregu w jednorodnym polu

magnetycznym. W czasie pélokresu drgan pole magnetyczne
w niewielkim stopniu zakrzywia trajektorie kulki.
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Rys. 3
Korzystajac z wprowadzonych oznaczen, mozemy przepisaé
réwnania w postaci:

(2) d?z/dt? = —wo’c + wpdy/dt, d%y/dt? = —wo?y — wpdz/dt.
Réwnania sa rownaniami liniowymi, obowiazuje wigc zasada
superpozycji — dowolna kombinacja liniowa dwéch rozwiazan tych
réwnan jest tez rozwigzaniem.

Gdy nie ma pola magnetycznego, réwnania 53 niezwigzane.
Dwa rozwiazania opisujace drgania w plaszczyznach zz i yz maja
postaé:

(3) z1 = Acoswt, y1 =0 oraz x2 =0, y2 = Asinwt, gdzie w = wp.
Dodajac i odejmujac stronami te rozwigzania, otrzymujemy
rozwiazania opisujace ruchy wahadla stozkowego w kierunkach
przeciwnym i zgodnym ze wskazéwkami zegara:

(4)

i odwrotnie z1 = (z3 + x4)/2.

r3 =x1 + 22 = Acoswt, ys = y1 + y2 = Asinwt;

r4 = Acoswt, y4 = —Asinwt

W przypadku By # 0 rozwigzania nie spelniaja juz réwnan ,
natomiast rozwigzania spetniaja je, gdy w? = wo? — wpw, stad

w=-wp/2+ \/wo?+wp?2/4~ —wp/2+ wo.

Zgodnie z zasada superpozycji réwnania spelniajg réwniez
rozwigzania:

_ (z3+ma) [ ( UJB) ( L«ua)]
T = 5 = A |cos | wg + 5 + cos | wo 5

= A coswg cos (%) ,

y= w = Asin wg sin (%) .

Roéwnania opisuja drgania wahadla z cze¢stosciag wg w plaszczyznie,
ktéra sama obraca sie z czestosécia wp /2. Tor kulki
w plaszczyznie xy ilustruje rys. 5.
Szukany czas obrotu plaszczyzny wahan o kat 27 wynosi:
t =4rw/wp = 47m/|qBo)|.

Rys. 4



Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 893, 894

Redaguje Marcin E. KUCZMA
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893. Punkty A, B,C, D, E leza w tym porzadku na linii prostej, przy czym
CA=CE,CB=CD. Poza ta prosta, po jednej jej stronie, leza punkty K

i L takie, ze trojkaty AK B i DLE maja ostre katy przy wierzchotkach A, B

Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2025

i D, E, a suma miar tych czterech ostrych katéw wynosi 180°. Proste KB

i LD przecinaja sie w punkcie N; proste AK i EL przecinaja sie w punkcie M;
punkty M, N leza po réznych stronach prostej KL, a ponadto MN | AFE.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
883 (WT =1,82) i 884 (WT = 1,61)

z numeru 6/2024
Michal Adamaszek Kopenhaga 46,32

Szymon Kitowski Warszawa 41,11
Witold Bednarek 1.6dz 40,58
Mikotaj Pater 39,58
Krzysztof Zygan Lubin 39,38
Andrzej Daniluk Warszawa 37,89
Tomasz Wietecha Tarnéw 35,18
Andrzej Kurach Ryjewo 33,24
Jedrzej Biedrzycki 32,29 Przypominamy tre$é zadan:
Krzysztof Kamiriski Pabianice 30,48

Dowiesé¢, ze CK = CL.

894. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki liczb calkowitych (x,y, z) spelniajace réwnanie

r+y+azyz 2025
yz+1 44

Zadanie 894 zaproponowat pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2024

885. Niech p bedzie ustalong liczba pierwszg nieparzystg i niech M = {1,2,..., p—1}. Wyznaczyé

Pan Michal Adamaszek, autor wielu
znakomitych zadan — teraz juz Weteran
do kwadratu: trzykro¢ trzy razy
czterdziesci cztery!

liczbe funkcji f: M — M takich, ze dla kazdego « € M liczba zf(f(x)) — 1 dzieli si¢ przez p.

886. W tréjkacie ostrokatnym o bokach dlugosci a, b, ¢ katy wewnetrzne przy przeciwleglych
wierzchotkach maja miary (odpowiednio) a, 3, 7. Wykazaé, ze warto$é ilorazu

a cosa+ b cosf+ ¢ cosy
a+b+c

wyraza si¢ przez dlugosci promieni okregéw opisanego i wpisanego. Wyjasnié, czy uzyskany wzor jest
stuszny réwniez dla tréjkatow rozwartokatnych.

885. Kazdy element x € M ma w zbiorze M dokladnie jeden
element odwrotny (mod p), ktéry bedziemy oznaczaé x~1; tj. taki,
zexzxl=1 (mod p). Dany w zadaniu warunek przepisujemy jako
réwnanie

1) ffa)=a""
(notacja ,oszczedna”: f o f = ff). Gdy funkcja f spelnia réwnanie (1),
wowcezas ffff(z) = z, skad wniosek, ze f jest bijekcja zbioru M
na M — czyli jest permutacjg zbioru M — ktéry wobec tego rozpada
sie na roztaczne cykle tej permutacji. Skoro f fff jest identycznoscia,
dlugosé cyklu moze wynosi¢ jedynie 1, 2 lub 4.

dla wszystkich x € M

Gdy z wchodzi do cyklu dlugosci 1 lub 2, to ff(z) = z, wiec
zgodnie z (1) x = 1, co oznacza, ze * = 1 lub x = p—1.
Dzialanie funkcji f w obrebie zbioru {1, p—1} moze mie¢ jedna
z dwbch postaci:

(2) [1—1, p—1~p—1] lub
Pozostala cze$é zbioru M, czyli zbiér L = {2,...,p—2} musi
byé juz suma cykli dhugosci 4. Tak wiec p = 3 (mod 4); dla
p =1 (mod 4) nie istnieje ani jedna funkcja f o badanej
wlasnosci.

[1—p-1—1].

Dalej przyjmijmy, ze p = 4n + 3 (dla pewnego n € N); wiec L to
suma n cykli diugosci 4.

7 kazdej pary {z,z~ '} wybierzmy jeden element — np. mniejsza
liczbe. Wybrane elementy utworza, zbiér (mocy 2n), ktéry
nazwiemy K (przykladowo, dla p = 11 zbiér K = {2,3,5,7}).
Kazdy 4-cykl zawiera dwa elementy a,b € K oraz ich odwrotnosci;
przy tym dzialanie f w takiej czwoérce ma jedna z dwéch postaci:

B) [a—b=at=btsallublamsbtaa b al.

Mozliwe rozbicia zbioru L na n dopuszczalnych czwérek
odpowiadaja rozbiciom K na n par {a,b}. Jest (2n — 1)!!

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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takich rozbié. [Uzasadnienie: bierzemy najmniejsza liczbe

a € K ilaczymy ja w par¢ z dowolnym innym elementem b € K
(2n — 1 mozliwosci); bierzemy najmniejsza liczbe rézng od a, b

i laczymy ja w pare z dowolnym niewykorzystanym elementem
(2n — 3 mozliwosci) itd.]. Uzyskana warto$¢ mnozymy przez 2"
(by uwzglednié¢ swobode wyboru jednej z opcji (3) w kazdej

z n czworek). To daje liczbe dopuszczalnych permutacji w obrebie
zbioru L. Jeszcze jedno pomnozenie przez 2 (uwzgledniajace
wybér (2) w zbiorze {1,p—1}) daje ostateczny wynik: liczba
funkcji f, o jakie pyta zadanie, wynosi 0, gdy p ma postaé 4k + 1,
oraz 2"t (2n — N, gdy p = 4n + 3.

886. Gdy tréjkat ABC jest ostrokatny, srodek O okregu
opisanego lezy wewnatrz niego. Odleglosci punktu O od
bokéw a, b, ¢ oznaczmy przez dq, dp, de. W tréojkacie OBC
(réwnoramiennym) d, = Rcos a jest wysokoscia, a jego pole
wynosi %ada. Analogicznie wyrazaja sie pola tréjkatéw OC A
i OAB; suma tych trzech pdl to pole tréjkata ABC, wyrazajace
si¢ tez jako iloczyn %(a +b+c)r (Rir to promienie okregéw
opisanego i wpisanego). Zatem

%aRcosa + %bRcosB + %CRCOS’}/ = %(a +b+o)r,
czyli

acosa+ bcos B + ccosy _r
a+b+c "R’

Ten wzér jest nadal stuszny, gdy tréjkat ABC jest rozwartokatny;
np. a > 90°. Wtedy cos a < 0, odleglosé d, réwna jest nie
Rcos a, lecz —R cos o ale tez tréjkat OBC lezy na zewnatrz
tréjkata ABC i jego pole nalezy odjaé¢ od sumy pdl tréjkatéw
OCA, OAB, obliczajac pole ABC. Minusy si¢ redukuja, wynik
r/R pozostaje w mocy. [Mozna bylo od razu na starcie okresli¢ dq
jako odleglo$¢ opatrzona znakiem (signed distance), wtedy
rozwazanie przypadkéw staje sie zbedne].

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



