Kroétka wycieczka po wielkosciach bezwymiarowych
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Rys. 1. Dwa podej$cia do mierzenia
polozenia znajomego i przejscie pomigdzy
nimi przez dzielenie i mnozenie przez
wielkosé charakterystycznag

W réznych uktadach charakterystyczne
wymiary przyjmuja rézng postac, ale
zawsze bedzie ich co najmniej tyle, co
trzeba. Czesto jednak jest ich za duzo, na

przyklad dwie charakterystyczne dlugosci.

Wtedy, zgodnie z intuicja, z analizy
wymiarowej, dynamika uktadu bedzie
zalezeé¢ od stosunku dwoéch wielkoSci.
Wezmy dwie wielkosci: a1, az. Gdy
wyrazimy as w charakterystycznej
wielkosci a1, otrzymamy az/a1 —
bezwymiarows wielkosé, ktérej
poszukujemy!

Jan TURCZYNOWICZ*

Jak rozwigzywac zadania z fizyki? Podazajac za mysla Jana Kalinowskiego
— sprawd? wymiary! (zob. Aj,), a nastepnie zredukuj problem do wielkosci
bezwymiarowych. Radze sie przy tym nie pomyli¢, bo po omylce cale podejécie
bedzie postrzegane jako przedawkowanie elegancji, ktére grozi uduszeniem
krawatem.

Czy to wszystko? Otéz nie! Wielkosci bezwymiarowe okazuja sie niezwykle
uzyteczne np. przy analizowaniu rownan rézniczkowych. Jesli przeprowadzimy
procedure ubezwymiarowienia takiego réwnania, to znaczy sprowadzimy je do
wielkosci o wymiarze (jednostce) 1, to dostaniemy réwnanie, ktére na przyktad
zalezy od jednej bezwymiarowej wielkosci. Bedzie to ta sama stala, ktéra
dostaniemy z analizy wymiarowej (z dokladnoscia do potegi). Jak p6Zniej
zobaczymy, pozwala to na zrozumienie wplywu istotnych zjawisk na dynamike
wynikajaca z réwnan.

Zatem procedura daje przyjemniejsze dla oka réwnanie, fizyczna intuicje stojaca
za jego zachowaniem w zaleznosci od parametru, ktéry rozumiemy, mozliwosé
rysowania krzywych skalowania, ang. master curves opisanych w Sprawdz
wymiary!, a takze wiele innych korzyéci, ktérych nie da si¢ wyczerpujaco opisaé
w jednym artykule.

Charakterystyczne wielkosci. Zacznijmy od pytania, jak mierzy¢ wielkosci
w ukladach fizycznych? Opisywanie odlegltosci w metrach czy czasu w sekundach
jest malo interesujacym podejsciem, gdyz przekazuje malo informacji. Wiecej
wnioskow dostarczy nam przekazanie wartosci w skali waznej wielkosci

w ukladzie.

Przyklad: WyobraZzmy sobie rozmowe przez telefon ze znajomym, ktory wlasnie
pokonuje rwaca rzeke. Mozemy ustysze¢ dwa stwierdzenia:

1. Przebylem 5 m!
2. Przebylem 1/5 szerokodci rzeki!

Pierwsze stwierdzenie dostarcza nam mato informacji na temat polozenia
znajomego, na podstawie drugiego mozemy jednak dokladnie wyobrazi¢ sobie
odcinek odpowiadajacy szerokosci rzeki (ktéra jest nam nieznana) i naszego
rozmowce umiejscowionego na nim. Dla wygody wyobrazmy sobie, ze odcinek
ten ma dlugo$é 1, i oznaczmy na nim pozycje znajomego jako x (Uwagal

nasz x nie ma wymiaru). Gdybys$my chcieli przej$é do wielkosci z wymiarem,
wymnozymy wszystko przez szerokos¢ rzeki L, tak jak na rysunku 1. Wtedy nasz
wyobrazony odcinek zyskuje szeroko$¢ L, a rzeczywiste potozenie, juz w metrach,
wynosi: & = xL.

Obliczmy co$. Zalézmy, ze celem przeprawy znajomego przez rwaca rzeke bylo
spotkanie si¢ z nami na umdwiong oranzade. Z tego powodu nie mozemy sie juz
doczekaé jego przybycia, zatem z nudéw zaczynamy wyliczaé, kiedy wreszcie mu
sie uda dotrzec.

Zacznijmy od naiwnego modelu, w ktérym zmeczenie powoduje dzialanie stalej,
op6zniajacej sity F, o wymiarze [F] = (m - kg)/(s?). Mozemy teraz wypisaé
roéwnania ruchu:

ma = —F,
gdzie m to masa znajomego, @ — jego przyspieszenie. Przypatrzmy sie dokladniej
powyzszemu rownaniu. Jest ono malto eleganckie — wielkosci maja wymiary.
Naprawmy to!

Pamietamy z powyzszych rozwazan, ze charakterystyczna miara dtugosci jest
szerokos¢ rzeki, zatem mozemy od razu zastapi¢ T przez xL, ubezwymiarawiajac
polozenie. Aby zobaczy¢, jak taka zmiana wplywa na rownanie, musimy
przyjrzeé sie definicjom przyspieszenia i predkosci:
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https://www.deltami.edu.pl/1992/03/sprawdz-wymiary/

Podazajac droga ubezwymiarawiania, mozemy zapisa¢: Az = LAx. W ten sposéb
LAx

At.

Skoro mamy juz bezwymiarowe polozenie, to nic nie powinno nam przeszkodzi¢
w znalezieniu bezwymiarowego czasu. Zgodnie z wyrobiona przy polozeniu
procedura szukamy charakterystycznej wielkodci o o wymiarze sekund. Wtedy
czas wyrazamy w postaci t = ar, gdzie 7 jest bezwymiarowe. W ukladzie
mamy do dyspozycji wielkosci: L, F', m i niewykorzystana wcze$niej predkosé
poczatkowa vg. Dostajemy dwie kombinacje o wymiarze sekund: L/vg i /mL/F
(zachgcam Czytelnika do sprawdzania wymiaréw, w kazdym napisanym
réwnaniu — praktyka czyni mistrza. .. ).
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W tym artykule wykorzystamy pierwsze skalowanie, czyli « = L/vg, drugie
pozostawiam Czytelnikowi jako ¢wiczenie na wykorzystanie wypracowanych
tutaj metod. Fizycznie L/vg to czas potrzebny na pokonanie L z predkoscia vy.
Podstawiajac skalowanie, dostajemy At = aA7T = (L/vg)A7. Predko$é mozna
wtedy zapisaé jako:

5 LAz Ax

U—W—UQE—’U()’U.
Mierzymy predko$é w predkosci poczatkowej! v to bezwymiarowa predkosé.
Dalej, pamietajac, ze AU = vgAwv, spdjrzmy na przyspieszenie:

. A wlAv uf
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gdzie a to bezwymiarowe przyspieszenie. Dostaliémy naturalna miare dla
przyspieszenia, wykorzystajmy ja do rownania ruchu:

2
CF s M
Przeksztalcajac, dostajemy wreszcie:
FL 13
1 e ————
(1) “ mug 2

Otrzymalis$my na koncu bezwymiarowe rownanie — lewa i prawa strona

maja wymiar 1. Przeanalizujmy wynik — nadajmy sens nowo oznaczonej,
bezwymiarowej, wielkosci ¢ (do tego stuzy 3). Ustawmy definicje tak, aby dato
sie zauwazy¢, co soba reprezentuje:

2
mo,

@ =/ (7).

Wprawny Czytelnik od razu rozpozna w mianowniku poczatkows energie

kinetyczna znajomego, a w liczniku prace wykonana przez sile oporu po

pokonaniu catej rzeki. Po przeksztatceniach matematycznych dostalisémy

wielkos¢, ktora ma fizyczny sens!

I po co nam to bylo? NameczyliSmy sie, i co z tego wyniklo? Jesli
popatrzymy doglebnie na réwnanie (1) i poprzedzajace rozumowanie, to
otrzymamy kilka wnioskow.

Po pierwsze, rozwiazaliSmy kazdy ruch jednostajnie przyspieszony, konkretne
krzywe pojawia si¢ dla réznych wartosci £, ktéra w pewien sposéb zalezy od
parametrow ukladu. W dodatku okazuje sie, ze réwnanie, zatem i rozwiazanie,
wyglada identycznie dla dwéch réznych uktadow, ale o takiej samej wartosci €.
Po trzecie ruch jednostajnie przyspieszony zalezy tylko od stosunku pracy
wykonanej przez sile na pewnym odcinku do energii kinetycznej na poczatku
ruchu. W tak prostym przykladzie wydaje sie to oczywistym wnioskiem, ktory
moglidémy uzyskaé, nie ,kombinujac” z jednostkami, jednak w duzo bardziej
skomplikowanych uktadach takie wnioskowanie moze by¢ wielce przydatne.
Zatem przyjrzyjmy sie¢ tym bardziej skomplikowanym uktadom. ..

Liczba Reynoldsa. Zaprzegnijmy maszynerie z poprzedniego rozdziatu do
hydrodynamiki. W tekstach Sprawdz Wymiary! Jana Kalinowskiego, Zagadki
hydrodynamiki i turbulencja Zbigniewa Peradzytiskiego (ASs) oraz w wigkszosci
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https://www.deltami.edu.pl/media/articles/1983/06/delta-1983-06-zagadki-hydrodynamiki-i-turbulencja.pdf

Rys. 2. Pokazowa zmiana dynamiki
ukladu wraz ze wzrostem Re. Sanatoshi
Taneda, Karman vortex behind

a circular cylinder, zdjecia z An album

of fluid motion, Milton van Dyke (1982).

Zalecam lekture Albumu, pickne
ilustracje do calej gamy zjawisk
w hydrodynamice

Wielkoéé pU? moze stusznie kojarzy¢ sig
z zasadg Bernoulliego.

problemoéw z dynamiki pltynoéw pojawia sie wielkos¢ zwana liczba Reynoldsa, Re.
Mozna ja uzyskaé¢ na wiele sposobéw, réwniez korzystajac z naszej metody.

Wezmy réwnania Naviera—Stokesa (mozna o nich przeczytaé np. w artykule
Witolda Sadowskiego Réwnanie Naviera—Stokesa w Al3). Zachecam Czytelnika
do sprawdzenia wymiar6ow:

pDyit = —Vp 4+ nV2a,
gdzie: u — predko$é cieczy, Dyu — przyspieszenie cieczy (pochodna po
czasie z predkosci na sterydach), p — gesto$é cieczy, p — cisnienie, 7 —
lepko$é¢ dynamiczna (zob. Wyznaczamy wspdélczynnik lepkosci cieczy
Stanistawa Bednarka w ASg). Wiele oznaczent posiada symbol 7, tak jak
uprzednio, oznacza to, ze wyrazenie ma wymiar. Niestety musimy tutaj uzy¢
pochodnych czastkowych, ktore operacyjnie sg bardziej skomplikowane, ale ich
ubezwymiarawianie przebiega identycznie — mozna je traktowac jak zwykla
pochodna, a wiec wyrazenie w postaci np. [Vi] = [Ad/AZ]. Czyli z licznika
wyjdzie skalowanie dla @, a z mianownika skalowanie Z.

Mierzac potozenie w jednostkach pewnej charakterystycznej dtugosci L,
a predkos¢ w jednostkach charakterystycznej predkosci U, czas musimy
naturalnie mierzy¢ w L/U, i podstawiajac, dostajemy:
~ 1 ~ U
V==V Dy = —D,.
L LT
Wstawiajac do rownania Naviera—Stokesa i podstawiajac @ = uU, otrzymujemy:
U 1_ . 1 _,
prT (ul) = —ZVp+77ﬁV (ul).
Przeksztalcajac, dostajemy:

1 - n 2
DT e — .
U pUQvP+pULV U

Wprowadzajac oznaczenie Re = (pUL) /n, dostalidmy liczbe Reynoldsal

Dodatkowo widzimy, ze dobra wielkoscia charakterystyczna dla ci$nienia jest
pU?. Podstawiajac p = pU?p, koficzymy z réwnaniem:

1 _.
ﬂvzu.

Przeanalizujmy uzyskane réwnanie. Lewa strona opisuje bezwladnos¢ cieczy.
Pierwszy czlon po prawej stronie jest gradientem ci$nienia. Drugi, kolorowy
czlon po prawej stronie odpowiada za sily lepkie. Patrzac z tej perspektywy na
rownanie, dowiadujemy sie, ze liczba Re okresla, jak duzy jest wplyw sil lepkosci
na dynamike cieczy. Im mniejsza wartos¢ Re, tym lepko$¢ odgrywa wazniejsza
role. Dla wystarczajaco duzych wartosci Re wplyw lepkosci na dynamike staje
sie zaniedbywalny.

Dyu=—-Vp+

Podsumowujac, liczbe Reynoldsa Re mozna zapisa¢ jako stosunek:

bezwladnos¢ cieczy
Re =

sity lepkosci
Podsumowanie. Kazdy uklad ma swoje liczby wymiarowe, a co za tym idzie —
bezwymiarowe rownanie opisujace je. Szukanie postaci bez jednostek pozwala na
doglebne zrozumienie jego dynamiki i zaleznosci od istotnych zjawisk fizycznych.
W ruchu znajomego po rzece:

praca sit

energia kinetyczna’
w prostych uktadach hydrodynamicznych:
_ bezwladnos¢ cieczy

Re =

sity lepkosci
w artykule Nawijanie miodu z A3L:

sity lepkosci
 sily grawitacji’
Przykladéw jest wiele, szczegdlnie w dynamice plynéw (polecam strone
Dimensionless numbers in fluid mechanics na Wikipedii), ale pojawiaja sie
wszedzie. Zatem: Skladajcie wymiary do 1!
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