i Z.adania

Rozwigzania na str. [24

Niedostepna teoria

Sprobujmy sie im jednak blizej przyjrzeé¢. Rozwazmy liste wszystkich mozliwych
zdan, ktére sa realizowane w strukturze prawdziwych liczb naturalnych N.

Na tej liscie pojawia sie wszystkie oczywistosci pokroju 0 = 0, jak i wszystkie
najbardziej wysublimowane twierdzenia arytmetyczne. Wsréd nich beda z cala
pewnoscia nieudowodnione i niesformutowane dotychczas twierdzenia teorii liczb.
Jest do$é jasne, ze nie da sie wypisa¢ wszystkich tych zdan — choéby dlatego,

ze jest ich nieskonczenie wiele. Ale mozemy zadaé sobie pytanie, czy istnieje
jakikolwiek przepis, ktory powie nam, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy

nie. Taki przepis mogliby$my zaimplementowaé jako program komputerowy

i dostawaé (by¢ moze po bardzo dlugim czasie) odpowiedzi — tak lub nie.

Co ciekawe, od prawie stu lat wiemy, ze taki algorytm nigdy nie powstanie.
Jest to konsekwencja I twierdzenia Godla o niezupelnosci. Méwi ono mniej
wiece]j tyle, ze kazda teoria zupelna, ktora potrafi odtworzyé arytmetyke, jest
nieobliczalna. Zupelna teoria to taka, ktéra jest zbiorem wszystkich zdan
prawdziwych w pewnej strukturze, a nieobliczalno$¢ oznacza, ze nie istnieje
taki algorytm, ktérego dziatanie opisaliSmy powyzej. Umiejetnoéé¢ odtworzenia
arytmetyki jest troche bardziej subtelna wlasnoscia, ale by¢ moze zadowoli
nas stwierdzenie, ze praktycznie kazda niebanalna teoria, z ktéra obcuje sie

w matematyce, te zdolnosé posiada.

Nasza sytuacja wyglada nastepujaco: mamy ograniczony dostep do zasad,
ktérymi rzadza si¢ prawdziwe liczby naturalne. Postugujemy sie zatem
obliczalnymi teoriami, takimi jak arytmetyka Peano, godzac si¢ z koniecznosci
na wiekszg ogolnosé. A co to méwi o Matematyce? W opinii autora jeden
wniosek jest jasny. Matematyka nie jest taka prosta, na jaka moze wygladag,
nawet na poziomie tak podstawowym jak arytmetyka. Ale nie powinno nas

to zaskakiwaé. Zaskakiwa¢ moze jednak to, ze nie wszystko, nawet o liczbach
naturalnych, mozna udowodnié. A wigc Matematyka nie jest czarno-biala.

Ma swoje szarosci. . .

Przygotowal Dominik BUREK

M 1798. W pola tabeli 9 x 9 wpisano liczby catkowite od 1 do 81 (w kazdym
polu znajduje si¢ jedna liczba, wszystkie liczby sa rézne). Okazalo sig,

ze dowolne dwie liczby rézniace sie o 3 znajduja sie w sasiednich polach.
Udowodnié, ze réznica liczb wpisanych w pewne dwa narozne pola jest podzielna
przez 6.

M 1799. Pigé¢ krawedzi pewnego czworoscianu jest stycznych do sfery.
Udowodnié, ze istnieje inny zbiér pieciu krawedzi tego czworosdcianu, z ktérych
kazda jest styczna do pewnej sfery (niekoniecznie tej samej co wezesniej).

M 1800. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi
nieréwnoscé
(n))! < (n— 1)1ttt

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1107. Z brzegu balkonu, na wysokos$ci H nad ziemia, Jacek upuszcza
pionowo olowiane kulki, kazda o masie m. Stara si¢ jak najdokladniej trafi¢
w wyznaczony punkt. Dysponuje najprecyzyjniejsza dostepna aparatura.
Na podstawie zasady nieoznaczonosci Heisenberga oszacuj typowa odlegtosé
od celu, w jakiej beda ladowaly kulki Jacka?

F 1108. Belka o masie m i dlugosci L spoczywa na poziomym, ptaskim podlozu.
Wspélczynnik tarcia miedzy powierzchnia belki i podlozem wynosi u. Belka
jest jednorodna, tzn. masa przypadajaca na jednostke jej dlugodci jest stala

i wynosi p. Jaka jest najmniejsza warto$é Fy,;, poziomej, punktowej (tzn.
przylozonej w jednym punkecie belki) sity potrzebnej do przesuniecia belki?
Przyspieszenie ziemskie wynosi ¢g. Pomijamy réznice wartosci wspétczynnikow
tarcia statycznego i kinetycznego.
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Rozwigzania zadan ze strony 6

m Rozwigzanie zadania M 1798.

Rozwazmy reszty z dzielenia przez 3 liczb znajdujacych sie
w czterech naroznych polach. Zgodnie z zasada szufladkowa
Dirichleta, dla co najmniej dwoéch z tych liczb x < y
rozwazane reszty sa réwne, zatem réznica y — x jest podzielna
przez 3.

Pokolorujmy teraz pola tabeli w szachownice, tak aby pola
narozne byty czarne. Rozwazmy pola, w ktérych wpisane sg
liczby

z, z+3, z+6,..., y—3, y.
Kazde dwie kolejne liczby w tym ciagu znajduja sie¢ w polach
o wspélnym boku — to znaczy w polach o réznych kolorach.
Oznacza to, ze wszystkie liczby w naszym ciggu, ktére maja,
te sama parzysto$é¢ co x, znajduja sie na czarnych polach,
a cala reszta na polach bialych. Poniewaz liczba y znajduje
sie na czarnym polu, ma taka sama parzystosc jak z, to
znaczy liczba y — z jest parzysta. W szczegdlnoéci liczba
y — x jest podzielna przez 6.

& Rozwigzanie zadania M 1799.
Niech sfera ) bedzie styczna do
krawedzi AC, CB, BA, AD i BD

w punktach, odpowiednio, X, Y, Z,

T i U. Wtedy na podstawie twierdzenia
o odcinkach stycznych (patrz Kqcik
Przestrzenny z Ajy) CX = CY,

AX = AZ = AT, DT = DU oraz
BY = BZ = BU. W szczegdlnosci
dostajemy z tych réwnosci, ze

AC — AD = BC — BD. A Z B

Pokazemy teraz, ze ostatnia uzyskana réwnosé daje nam
styczno$é okregéw wpisanych w tréjkaty ACD i BCD.
Istotnie, niech te okregi beda styczne do krawedzi C'D

w punktach odpowiednio P i Q. Wtedy, korzystajac

z twierdzenia o odcinkach stycznych (ale juz dla tréjkata),
tatwo dostajemy, ze AC — AD = CP — PD i podobnie
BC — BD = CQ — QD. Wobec tego zachodzi réwnoéé

CP — PD =CQ — @QD, ktéra implikuje, ze PQ = 0, czyli
P=Q.

Biorac teraz sfere zawierajaca okregi wpisane w tréjkaty
ACD i BCD, widzimy, ze jest ona styczna do krawedzi AC,
AD, DB, BC, CD.

i Rozwigzanie zadania M 1800.
Dla n = 1,2 zachodzi réwnosé. Niech teraz n > 3 i potézmy
A := (n — 1)!. Nier6wnos¢ przyjmuje postacé

(nA) < A™ . (nA)*.

Wezmy pod uwage kilka (oczywistych) nieréwnosci:
1-2:3-...- A< A%,
(A4+1)-(A+2)-(A+3)-...-(24) < (24)*,
(2A+1)-(2442)- (2A+3)-...-(34) < (34)",

(n=1)A41)-(n—=1)A+2)-(n—1)A+3)-...-(nA) < (nA)*.

Mnozac je wszystkie stronami, dostajemy:
(nA)! < A*.(24)*.(34)* ... . (nA)* = 4™ . (1.2... ..
= A" (nA)™.

n)" =

24

& Rozwigzanie zadania F 1107.

W polu grawitacyjnym o przyspieszeniu g kulka spadnie

w odlegtosci s = Az 4+ Av - t od ,celu”, jesli Jacek puscit ja
z poziomg predkoscig Av z punktu przesunigtego o Az od
polozenia dokladnie nad celem. Czas spadku:

[2H
t=4/—.
9

Doktadnoéé wyznaczenia punktu ,startu”, Az, i dokladno$é
wyznaczenia poziomej sktadowej pedu, Ap, ogranicza zasada
Heisenberga:

Az -Ap > h,

h jest stalg Plancka dzielona przez 2.

Oznacza to, ze dla danego Ax doktadno$é, Av, wyznaczenia
predkosci (Jacek chee, zeby v = 0) ogranicza nieréwnos$é:

Ap h
Av=—"=> ,
v m mAx
czyli
SZAm—i—tAv:Ax-y-t& >A5L’+@~i,
m m Ax

Funkcja f(z) = z 4+ Az~ ! osiagga minimum dla z = VA.

Jej wartoé¢ w minimum to 2v/A. Stad ostatecznie po
podstawieniu danych obliczmy, ze typowa odlegtoéé upadku
kulki od celu wyniesie:

o\ 1/4
s}?(ZHZ > .
gm

Zadanie zaczerpniete ze zbioru Berkeley Physics Problems
With Solutions (red. Min Chen).

& Rozwigzanie zadania F 1108.
Belka naciska na podtoze sila N = mg, a wiec réwnolegte
przesuwanie belki wymaga dziatania na nig pozioma sila
o wartosci uN. Jedli jednak sile F' przylozymy prostopadle
do belki, do jednego z jej konicéw, to belka bedzie sie
obracala wokét pewnego ustalonego punktu (réznego od jej
$rodka ciezkosci). Na kazdy odcinek o masie dm przesuwanej
belki dziala sita tarcia pugdm skierowana przeciwnie do
kierunku ruchu. Zalézmy, ze punkt, wokét ktérego odbywa
sie obrét, znajduje sie w odlegtosci z od punktu przylozenia
sity F'. Podczas obrotu o kat dp praca sity F' réwna jest

Wr = FCC&p.
Praca W jest réwna pracy Wr wykonanej przez sity tarcia.
Po obu stronach érodka obrotu sity tarcia sg skierowane
przeciwnie, a wykonana przez kazda z nich praca jest
réwnowazna pracy, jaka wykonataby wypadkowa sit tarcia
dzialajacych po kazdej stronie érodka obrotu przytozona
w potowie odpowiedniego odcinka belki:

1 1
Wr = <2x “hapg + (L —a) - (L — :c)pg> .
Warunek Wy = Wr pozwala wyznaczy¢ wartosé F:

1 (L —x)?
F=- .

S HIPg + ppg o
Otrzymalismy wartoéé¢ F' dla zadanej wartosci x okreslajacej
potozenie érodka obrotu. Jesli nie unieruchomimy wybranego
punktu, to rzeczywisty ruch ,wybierze” wartos¢ x = xo
odpowiadajaca najmniejszej wartosci F'. Jak tatwo
sprawdzi¢, sita F' przyjmuje warto$¢ minimalng Fi,:, dla
zo = L/+/2 i wynosi wtedy:

Frin = ppgL(vV2 — 1) = 0,414 - umyg.

Po wykonaniu obrotu o 180° belka zostaje przesunieta

o (v2—-1)L.
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