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Artykul opisuje wyniki uzyskane przez
autoréw, pod opieka Oskara Skibskiego.

Formalnie nasz problem zdefiniowaé
mozemy nastepujaco. Mamy dany ciag

k wypraw, czyli podzbioréw Wy, ..., Wy
zbioru krasnoludéw N = {1,...,n}.
Udziat krasnoluda i to

u; = ZiEWj 1/|W;| dla i € N. Staramy

sig¢ znalezé calkowitoliczbowy podaziat

k jaj z wypraw, 1 + - - -+, = k,

w ktérym kazda liczba x; € N jest bliska
u;, na przyktad spetnia |u;] < z; < [u;].

Dla przyktadu, jezeli zbiory uczestnikéw
kolejnych wypraw to Wy = {A, B,C},

W = (B, D}, Ws = {4, B}

i Wy ={A, B,C, D}, to udzialy kolejnych
wojownikéw wynosza odpowiednio

Jezeli nasz problem przypomina Ci,
Czytelniku, przydzial miejsc

w parlamencie, zajrzyj na trzecig strong
artykutu.

Chcemy wiec, aby dla kazdego S C N
zachodzilo Zieswi > |{j:W; CS}.
O tej wlasnosci mozna mysleé jak

o stabilnosci — zadnej grupie nie optaca
si¢ wylamac i dzieli¢ si¢ samemu jajami,
ktére zdobyli jej czlonkowie.

Jezeli nasz problem przypomina Ci teraz,
Czytelniku, definicje rdzenia w grach
koalicyjnych, zajrzyj na trzecig strong
artykutu.

Sprawiedliwy podziat smoczych jaj
Mikotaj CZARNECKI*, Michai KORNIAK*

Krasnoludy zyja w okolicy Zaczarowanej Gory, w ktorej znajduje sie jaskinia
smoka. Raz do roku smok sktada jedno Zaczarowane Jajo, ktorego skorupa
jest wysoce ceniong przez kazdego krasnoluda ozdoba. Aby je ukraéé, Krél
zbiera druzyne, ktéra udaje si¢ na misje do jaskini Smoka. Po wielu latach
Krél, w obliczu nadchodzacej Smierci, postanowil rozda¢ drogocenne ozdoby
swoim najbardziej zastuzonym wojownikom. Jaj nie mozna jednak dzieli¢, bo
po stluczeniu traca swa warto$é. W jaki sposéb wladca powinien rozdzieli¢ jaja
miedzy wojownikow?

Kr6l byt sprawiedliwym wladcg i dlatego najpierw postanowil ocenié¢ zastugi
kazdego wojownika. Przejrzal swoje zapiski i za kazda wyprawe, w ktérej

k wojownikéw zdobylo jajo, kazdemu jej uczestnikowi dodal 1/k jaja. Po
przejrzeniu wszystkich wypraw wiedziat juz, jaki byl udzial kazdego wojownika
w zebranych przez lata jajach. Udzialy nie byly jednak liczbami catkowitymi,
wiec aby rozdzieli¢ jaja, Krél postanowil skorzystaé ze swojego (chwalonego
przez poddanych) intelektu.

Pierwszy (zty) pomyst Kréla. No dobrze, wiadomo, Ze wojownik, ktérego
udzial jest rowny 3,6 jaja, musi dostac ich przynajmniej 3. Odloze dla kazdego
wojownika po czesci catkowitej jego udzialu, a jutro zastanowie sie, co zrobic¢

z resztq. Juz dosé sie dzisiaj nameczylem. Zadowolony Krél poszed! spaé,

a nastepnego dnia pod prysznicem (pod ktérym zawsze przychodza do

glowy najlepsze pomysly) doznal ol$nienia. Wiem! Dam pozostale jaja tym
wojownikom, ktorych utamkowe czesci ich udziatow sq najwicksze! Oni sq teraz
najbardziej poszkodowani! W ten sposdb sprawiedliwie zaokrggle udzialy i wszyscy
wojownicy bedq zadowoleni!

Wiadca oglosit swoja decyzje podczas uroczystej kolacji. Niestety wojownicy
nie byli zachwyceni. Okazalo sig, Ze uczestnikami pierwszych trzech wypraw
byli dwaj do$wiadczeni wojownicy, Alojzy i Bonifacy. Nalezalo im sie zatem po
1,5 jaja. W kolejnych pieciu wyprawach udzial brala natomiast trojka mltodych
poszukiwaczy przygdd: Cecyl, Dorian i Eugeniusz. Nalezalo im sie zatem po
1,(6) jaja. W ogélnym rozrachunku, rozdzielajac osiem jaj z tych wypraw, Krél
dal po jednym kazdemu z wojownikéw, a pozostale trzy rozdal krasnoludom

z najwieksza reszta, czyli Cecylowi, Dorianowi i Eugeniuszowi. Alojzy i Bonifacy
zaczeli protestowaé: przeciez wspolnie zdobyli trzy jaja, a krél dal im tacznie
tylko dwa! Krol zrozumial, ze jesli chce uniknaé¢ buntu czesci swoich wojownikéw,
musi znalez¢ lepszy sposéb na podziat tupu.

Jak unikngé¢ buntu? Krél myslal intensywnie przez kolejny tydzien, codziennie
przez pol godziny. Czy w ogdle da sie tak zaokragli¢ udzialy krasnoludéw, aby
kazda grupa dostala przynajmniej tyle jaj, ile sama przyniosta, czyli tyle, ile
bylo wypraw zlozonych tylko z wojownikdéw tej grupy?

Szukajac w swoim pomysle zrédla konfliktu, wladca zauwazyl pewna zaleznosé.
Jezeli kazdy krasnolud dostanie tylko jaja pochodzace z wypraw, w ktérych
bral udzial, to nigdy nie nastapi sytuacja, w ktérej cztonkowie pewnej grupy
dostang kolektywnie mniej, niz sami wypracowali. Czy jednak da sie znalezé
takie dopasowanie jaj do uczestnikéw wypraw, aby kazdy dostal swéj udziat
zaokraglony do liczby catkowitej?

Jestem na to za stary. Niech sami sobie radzq — pomyslatl krél. Roztozyl
wszystkie jaja na stole i przy kazdym umiescit tabliczke z informacja o tym,
jacy wojownicy zdobyli to jajo. Nastepnie zwotal wszystkich krasnoludéw i rzekt:

Wojownicy! Bierzcie na zmiane po jednym jaju, przy ktérym widnieje wasze
imie, az nie uzyskacie czesci calkowitej swojego udzialu! Jezeli nie bedzie

wolnego jaja z waszym imieniem, to sprobujcie sie wymieniac: poproscie pewnego

wspoltowarzysza waszej wyprawy, aby oddat wasze wspdlne jajo, a sam wzigl



Jezeli nasz problem tym razem
przypomina Ci, Czytelniku, szukanie
skojarzen w grafie dwudzielnym, zajrzyj
na trzecia strong artykutu.

Kontynuujac przyktad z marginesu,
krasnolud A mégl wziaé jajo z wyprawy
W4, a B — jajo z wyprawy Was. Potem
ustawili si¢ w kolejnosci D, B, C, A.
Krasnolud D nie mial na stole juz jaja ze
swoim imieniem, dlatego musial si¢
wymieni¢ — wzigl jajo z wyprawy Wy od
krasnoluda B, a ten w zamian wzial jajo
z wyprawy Wi ze stolu. Potem
krasnolud B wzial ze stolu jajo

z wyprawy W3 i procedura zakonczyla sig
podzialem 4 =14+24+0+ 1.

Mozna pokazaé, ze uzyskany przez Kréla
podzial jest najblizszym (w sensie
odleglosci euklidesowej) stabilnym
zaokragleniem wektora udzialéw.

wolne ze stolu. Jezeli takiego nie bedzie, to niech poprosi kolejnego o jajo
i tak dalej — kto$ wreszcie powinien mdc wzigc jajo ze stolu.

Krasnoludy szamotaly si¢ troche, ale juz po kwadransie kazdy krasnolud mial
tyle jaj, ile powinien miec!

Czy krél mial szczescie? Okazuje sig, ze nie! Powyzsza procedura zawsze
przydzieli krasnoludom pozadang liczbe jaj!

Aby to pokazaé, zalézmy nie wprost, ze jest pewien krasnolud, powiedzmy
Eugeniusz, ktéry nie ma jeszcze czesci catkowitej swojego udzialu i nie moze
juz wzia¢ zadnego jaja ze stolu ani sie powymienia¢, aby je dosta¢. Niech M
bedzie zbiorem krasnoludéw, do ktérego nalezy Eugeniusz oraz wszystkie inne
krasnoludy, ktére byly z Eugeniuszem na wyprawie, a takze te, ktére byty na
wyprawie z tymi, z ktéorymi byl on na wyprawie. Niech m oznacza taczng liczbe
jaj posiadanych przez krasnoludy z M. Ile wynosi m?

e Na pewno maja oni mniej jaj niz wynosi suma ich udziatéw, bo wszyscy
maja nie wiecej niz swoje udzialy, a Eugeniusz ma mniej; ich taczny udziat
w wyprawie W; to [W; N M|/|W;|, wieec m < 3y nrsq (Wi 0 M |/[W5].

e 7 drugiej strony, jezeli pewien krasnolud mialby jajo, w ktérego zdobyciu
uczestniczyl kto$ z M, to sam tez nalezalby do M. Wynika z tego,
ze wszystkie jaja z wypraw krasnoludéw z M sa w ich posiadaniu:

m 2 [{i: Wi M # 0} =3y, qnz0 L
Obie nieréwnoéci prowadza, do sprzecznosci, z czego wynika, ze na koniec
procedury wszyscy musza mie¢ juz czesci catkowite swoich udzialéw.

Co zrobic¢ z pozostalymi jajami? Krasnoludy, ktérych udzial byl catkowity,
mialy juz caly swéj udzial. Pozostale jednak wcigz liczyly na dodatkowe jajo.
Skoro wczesniejsza metoda okazala sie tak skuteczna, ucieszony krél postanowit
ja kontynuowac:

Poddani! Ustawcie sie w kolejce zgodnie z tym, ile jeszcze Wam brakuje do
calego udzialu (czyli w kolejnosci najwiekszych czesci ulamkowych), @ niech
kazdy sprobuje tak jak poprzednio wzigé jedno dodatkowe jajo.

Gdy krasnoludy ustawily si¢ zgodnie z ta kolejnoscia (remisy byly rozstrzygane
osobistymi preferencjami Kréla) i zaczely braé jaja, i sie wymieniaé, okazalo sie,
ze udalo sie rozdzieli¢ wszystkie pozostate jaja pomiedzy wojownikow!

Ponownie okazuje sig, ze taki obrét spraw nie byt dzietem przypadku,
a powyzsza procedura zawsze rozdystrybuuje wszystkie jaja pomiedzy
wojownikow.

Aby to pokazaé, zalézmy nie wprost, ze na koniec procedury zostaly jaja,
ktérych zaden krasnolud, ktéry nie ma jeszcze calego swojego udzialu, nie mégt
wzia¢ w swojej kolejce, a wiec tym bardziej na koniec procedury. Niech K bedzie
zbiorem krasnoludéw, ktére moga zdoby¢ pozostale jaja. Musi zatem by¢ tak, ze
kazdy wojownik w tym zbiorze ma juz co najmniej swoj pelny udziat. Niech k&
oznacza to, ile maja juz tacznie jaj.

e Na pewno maja oni nie mniej jaj niz suma ich udzialéw. Ich udzial
w wyprawie W; to [W; N K|/|Wil, wige k = 3y g (Wi N K|/ [W].

e 7 drugiej strony, kazde jajo, w zdobyciu ktérego uczestniczyt ktos spoza K,
musi by¢ wziete przez krasnoluda spoza K. W przeciwnym razie ktos
spoza K mégltby sie wymieni¢ z kim$ z K, aby zostalo mniej jaj. Zatem
krasnoludy z K posiadaja wylacznie jaja z wypraw, do ktérych nalezaty tylko
krasnoludy z K. Czesé z tych jaj jest jeszcze niewzieta, gdyz zostaly wolne
jaja, wiec takich jaj jest wiecej niz k: k < [{i: W; C K}| < [{i: W; N K # 0}].

Obie nieréwnoéci prowadza, do sprzecznosci. Zatem na koniec procedury
wszystkie jaja beda rozdane!

Co$ mi to przypomina. ..
Kroélowi udato sie wymysli¢, jak podzieli¢ jaja, ale czy rozwiazania jego

problemu nie dalo sie juz znalezé w przepastnej krélewskiej bibliotece?
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O problemie podzialu miejsc

w parlamencie pisaliSmy w Delcie A};

O grach koalicyjnych pisaliSmy miedzy
innymi w Delcie A%é oraz AgQ.

Gry pozytywne to gry, w ktérych
dywidendy wszystkich koalicji sa
nieujemne. Dywidenda koalicji S

w grze (N, v) jest nadwyzka koalicji S,
czyli wartoscig koalicji pomniejszong

o nadwyzki podkoalicji: definiuje si¢ ja

jako A, (S) = v(S) — ZTQS AL (T)

przy zalozeniu A, (@) = 0.

Graf dwudzielny reprezentujacy przyktad
z marginesu: 4 krasnoludy i 4 jaja z ich
wypraw. Linie pogrubione to skojarzenie
uzyskane po przydzieleniu pierwszych jaj.
Zawijane kolorowe linie odpowiadaja
Sciezce powigkszajacej, czyli wymianie,

dzigki ktérej D dostaje jajo.

Twierdzenie Halla (patrz Aég): Niech A;
bedzie zbiorem wierzchotkéw potaczonych
z wierzchotkiem 7. Pelne skojarzenie lewej
strony w prawg istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego podzbioru
wierzcholkéw S z lewej strony zachodzi

si< | A

i €S

Jaja to miejsca w parlamencie? Bardzo podobnym problemem do naszego
wydaje si¢ przydzial miejsc w parlamencie. W tym problemie dang mamy liczbe
miejsc k oraz liczby gloséw (g1, ..., gn), jakie uzyskaly kolejne partie. Niech

G =), g;- Staramy sie rozdzieli¢ k miejsc w parlamencie miedzy partie w taki
sposdb, aby procent zdobytych miejsc byl bliski procentowi gloséw: u; = ¢;/G.

Metoda wymyslona przez kréla pod prysznicem odpowiada metodzie
najwiekszych reszt: przydzielamy wszystkim partiom po |u; ] miejsc, a potem
po jednym dodatkowym miejscu przyznajemy tym z nich, dla ktérych w; — |u;]
jest najwieksze. Metoda D’Hondta, stosowana w Polsce, takze dalaby niestabilny
podzial, a na dodatek moglaby da¢ komus$ wiecej niz [u;] (np. kto$ z udziatem
2,5 méglby dostaé 4 jaja). Nawet gdyby krél znal te metody, za bardzo by mu
one nie pomogly — wykorzystuja tylko liczby u;, wiec nie moga by¢ stabilne.

Jaja to wyptata w grze koalicyjnej? Bardziej adekwatnym modelem
wydaja sie gry koalicyjne. Gra koalicyjna to para (N,v), gdzie N to zbiér graczy
iv:2NV — R to funkcja przypisujaca kazdej koalicji (czyli po prostu grupie)
graczy pewna warto$¢, przy czym v(f) = 0. Podstawowym problemem jest podzial
wartosci v(N) pomiedzy graczy: > ..y & = v(N). Méwi sig, ze podzial jest

w rdzeniu, jezeli wyplata kazdej koalicji jest co najmniej réwna jej wartosci:

> ics Ti = v(S). Najstynniejszym sposobem podziatu jest wartosé Shapleya.

Jezeli potraktujemy krasnoludéw jako graczy, to za wartos¢ koalicji v(.S)
mozemy przyjac liczbe jaj zdobytych przez nich bez pomocy innych:

v(S) = |{j : W, C S}|. Latwo sprawdzi¢, ze przy takiej definicji udziat to
wlasnie warto$¢ Shapleya, a nasza stabilno$¢ jest rownowazna byciu w rdzeniu.
Dla ré6znych zbioréw jaj mozemy dostaé wszystkie catkowitoliczbowe gry
pozytywne. Wiadomo, ze wartos¢ Shapleya takich gier jest w rdzeniu, ale czy
pewne jej zaokraglenie tez jest? Do dnia dzisiejszego $wiat tego nie wiedzial,
ale nasz artykul pokazuje, ze tak! Mozna nawet pokazaé, ze jest to prawda dla
wszystkich gier wypuktych!

Jaja to wierzcholki w grafie? Najbardziej przydatne okazuje si¢ spojrzenie
na nasz problem jako na graf dwudzielny: krasnoludy beda wierzchotkami

po lewej, a jaja — po prawej stronie. Krawedziami laczymy teraz kazde jajo

z krasnoludami, ktorzy uczestniczyli w jego zdobyciu. Uzyjemy pojecia
skojarzenia — jest to podzbiér krawedzi, w ktérych kazdy wierzchotek jest
koncem nie wiecej niz jednej krawedzi; wierzchotki, ktére sa koncami, nazywamy
skojarzonymi. Powielmy wierzcholek kazdego krasnoluda [u;]| razy. Teraz

nasz problem sprowadza si¢ do znalezienia skojarzenia, w ktorym wszystkie
wierzcholki z prawej strony sg skojarzone i uzyliSmy nie mniej niz |u; |
wierzchotkéw kazdego krasnoluda. Tylko jak to zrobi¢? I czy tak sie w ogéle da?

Podazajac za madroscig krola, najpierw przydzielmy czesci catkowite. Zakryjmy
po jednym wierzcholku kazdego krasnoluda i znajdzmy skojarzenie, w ktorym
to wszystkie wierzcholki z lewej sa skojarzone. Korzystajac z Twierdzenia
Halla, mozemy wykazaé (podobnie jak w naszym dowodzie), ze zawsze jest to
mozliwe. Nastepnie po kolei odkrywamy po jednym wierzchotku i, jezeli sie da,
powiekszamy skojarzenie. Znowu mozna wykazaé, ze w ten sposéb skojarzymy
wszystkie jaja.

A jak te skojarzenia znalezé? Zalézmy, ze po pewnej liczbie krokéw mamy juz
pewne skojarzenie, czyli przyporzadkowanie jaj. Aby je powiekszy¢, mozemy
znalezé Sciezke powiekszajgcg, czyli $ciezke, ktéra zaczyna sie i konczy na
wierzchotku nieskojarzonym i w ktorej na zmiane mamy krawedz ze skojarzenia
i nie (przyklad mozna zobaczyé na marginesie). Zamienienie krawedzi ze
skojarzenia na pozostale ze Sciezki powigksza skojarzenie o jedng krawedz.
Twierdzenie Berge’a méwi, ze skojarzenie jest maksymalne wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje wzgledem niego zadna $ciezka powiekszajaca, wiec jezeli
skojarzenie nie jest jeszcze maksymalne, to na pewno nam si¢ uda znalezé taka
Sciezke. A czym sg Sciezki powigkszajace w naszej procedurze? No tak, to system
zamian wymys$lony przez kréla. Trzeba przyznaé, ze niezle to krél wymysélil. . .
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