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Wiele algorytméw sortowania dziala w ten sposéb, ze pary elementéw na kolejno
wskazanych miejscach sg poréwnywane i jedli drugi element z pary powinien
poprzedzaé pierwszy, przestawiane. Urzadzenie lub procedure porzadkujaca

w ten sposéb pare elementéow nazywamy komparatorem.

W niektérych algorytmach kolejnos¢é poréwnywanych par jest z gory ustalona,
w zwiazku z czym wynik poréwnania moze spowodowaé co najwyzej pominiecie

Rys. 1. Sie¢ sortujaca algorytmu
sortowania przez wstawianie. Na dole
znajduje si¢ ciag dany, a na gérze —
posortowany

a ta druga jest rowna

W algorytmach sekwencyjnych w danej chwili dziata

co najwyzej jeden komparator. Najszybsze algorytmy
sekwencyjne maja ztozonoéé pesymistyczng rzedu nlogn
(choé nie da sie ich tak pieknie zilustrowaé, jako ze
poréwnania i przestawiania sa osobnymi operacjami

i mozna w nich przestawia¢ inne elementy niz te,

ktére wlasnie zostaly poréwnane). Majac natomiast

do dyspozycji h = | §] watkéw obliczeniowych, z ktérych
kazdy wywola komparator w tej samej chwili, mozna
jednoczes$nie uporzadkowaé h par elementéow. Wykorzystuje
to algorytm sortujacy ciag w czasie rzedu log® n. Mozna go
zaimplementowaé na karcie graficznej, ktorej kilkanascie
tysiecy lub skromne kilkaset procesoréw szybko posortuje
nawet bardzo dlugi ciagg. Dzialanie algorytmu objasnimy,
pokazujac sortowanie ciagdéw ztozonych tylko z zer

i jedynek. Takie podejscie jest usprawiedliwione przez:

Twierdzenie. Dowolny algorytm sortowania przy
uzyciu sieci komparatorow, poprawnie sortujgcy wszystkie
ciqgi o dlugosci n sktadajgce sie z zer i jedynek,
poprawnie sortuje tez ciggi n elementow dowolnego
zbioru liniowo uporzgdkowanego.

Dowdd tego twierdzenia, zwanego zasada
zerojedynkowa, jest podany w ksiazce [1]. Wazny

w dowodzie jest fakt, ze je$li drugi element z pary
porzadkowanej przez komparator nie jest mniejszy niz
pierwszy (czyli w szczegdlnodci jesli elementy sa réwne),
to te elementy nie sa przestawiane.

Zanim przedstawimy zapowiedziany algorytm sortowania,
przyjmijmy jeszcze nastepujace definicje: ciggiem
bitonicznym nazwiemy ciag bedacy polaczeniem dwdch
ciagdéw monotonicznych: niemalejacego, po ktérym
nastepuje nierosnacy (méwimy o ciggu typu rm)

albo nierosnacego, po ktérym nastepuje niemalejacy

(to jest ciag typu mr). Dowolny ciag monotoniczny

(a w szczegdlnosei ciag jednoelementowy) jest ciagiem
bitonicznym obu tych typow.
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uzycia komparatora dla pewnych dalszych par. Takie algorytmy mozemy
zilustrowa¢ za pomoca tzw. sieci sortujacej. Rysunek 1 przedstawia taka

sie¢ dla popularnego algorytmu sortowania przez wstawianie (Insertion sort).
Sam algorytm jest nastepujacy: kolejne elementy ciagu sa ,,przesuwane w lewo”,
dopoki nie napotkaja elementu mniejszego od siebie (lub trafig na poczatek
ciggu). W naszej ilustracji pionowe kreski symbolizuja miejsca w sortowanej
tablicy, a poziome kreski przedstawiaja wywolania komparatora (w kolejnosci
od dotu do géry), przy czym kolorem szarym sa zaznaczone wywolania pomijane,
gdy poprzednie wywolanie komparatora nie spowodowalo przestawienia
elementow. Liczba kolorowych kresek jest optymistyczna ztozonoscig czasowa
tego algorytmu, a liczba wszystkich mozliwych wywolan komparatora to
ztozono$é pesymistyczna. Dla ciggu o dlugosci n ta pierwsza ztozonosé to n — 1,

(n? —n).

Zauwazmy, ze ciag zer i jedynek typu rm ma
wszystkie jedynki skupione obok siebie, wiec zera
moga wystepowaé tylko na jego poczatku i na koncu,
a w ciggu typu mr wszystkie zera znajduja sie obok
siebie. Przyjrzymy sie zatem porzadkowaniu ciagéw
bitonicznych zer i jedynek.

Na zerojedynkowych ciagach bitonicznych dlugosci 2h
bedziemy przeprowadza¢ nastepujaca operacje:

dzielimy je na dwie czesci réwnej dtugosci i kazemy
komparatorom porzadkowaé (jednoczes$nie) pary
zlozone z i-tych elementéw kazdej z potéwek. Przyklady
zastosowania tej operacji przedstawione sa na rysunku 2;
wyniki takiego porzadkowania sa pokazane nad kazdym
ciagiem. Mozemy zauwazy¢, ze w kazdym przypadku
powstaja dwa ciagi bitoniczne o dlugoéci h, przy

czym jesli liczba zer nie przekracza h, to wszystkie

zera znajda sie¢ w pierwszym z nich, a w przeciwnym
przypadku wszystkie jedynki trafiag do drugiej potowy
tablicy z elementami ciaggu. Nietrudne uzasadnienie
stusznosci tej obserwacji dla dowolnego ciagu
bitonicznego pozostawiam Czytelnikowi. Podkre$lmy
raz jeszcze, ze majac do dyspozycji h watkéow
obliczeniowych, przedstawiong operacje mozemy
wykona¢ w jednym kroku.

Powyzsze spostrzezenia pozwalaja skonstruowaé oparty
na komparatorach algorytm sortujacy zerojedynkowe
ciagi bitoniczne dtugoéci 2¥ w k krokach (jeéli mamy
do dyspozycji 2¢~! watkéw obliczeniowych). Pierwszy
krok zostal przedstawiony powyzej, w drugim kroku
zajmujemy si¢ kazdym z dwoch powstalych ciagow
bitonicznych z osobna (na kazdy przeznaczajac

2F=2 watkéw), w trzecim kroku mamy do czynienia

z czterema ciggami bitonicznymi, i tak dalej. ..

W ostatnim kroku etapu powstaja bitoniczne ciagi

o dtugoéci 1 i wtedy caly cigg o dtugoéci 2% jest
posortowany.
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Rys. 2. Cztery przyklady dzialania komparatoréw na potowach ciaggdéw bitonicznych. Biate
kwadraty oznaczaja 0, a czarne 1. Z ciggu danego (na dole) komparatory tworza ciag
pokazany wyzej

Poszukiwany algorytm sortujacy dowolny ciag dlugosci n dziala na podstawie
powyzszych spostrzezen. Dla ciagu dlugosci n = 2™ sktada sie on z m etapéw.
W k-tym etapie otrzymywane sa posortowane podciggi o dlugoéci 2%. Pierwszy
etap, w jednym kroku, porzadkuje pary sasiednich elementéw: pierwszy

z drugim, trzeci z czwartym itd. W k-tym etapie pary sasiednich fragmentow
ciggu o dhugoéci 2¥~1, posortowanych niemalejaco, sg scalane w jeden fragment,
przy czym wczesniej odwracamy kolejnosé elementéw drugiego fragmentu, dzieki
czemu uzyskujemy ciag bitoniczny typu rm. Tak uzyskane ciagi bitoniczne
dhugosci 2F sortowane sg w k krokach przy pomocy opisanej wezesniej procedury.
Kolejne wywolania komparatora zilustrowane sa na ponizszym rysunku
(podobnie jak poprzednio, nalezy go czytaé ,,od dotu”).
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Rys. 3. Sie¢ sortujaca dla ciagdédw diugosci n = 16. To, ze w ramach kazdego etapu pierwsze réwnolegte
wywotlania komparatora uktadajg sie w ,koncentryczne tuki”, wynika z opisanego wczedniej
odwracania co drugiego z obecnych na danym etapie podciggéw celem uzyskania ciggédw bitonicznych

Calkowita liczba krokéw sortowania w algorytmie wykonujacym m etapéw jest
réwna %(m2 +m), a wiec algorytm ten ma rzad zlozonosci log® n. Jesli liczba
elementow ciggu nie jest potega dwdjki, to mozemy w wyobrazni dopisaé¢ na
koncu ciagu elementy o wartoci co tak, aby otrzymaé ciag o dlugosci 2108271,
W implementacji komparator, ktory miatby siegnaé¢ poza koniec danego ciagu,

natychmiast konczy dziatanie.

Gdyby$my mieli 219 procesoréw, to do posortowania miliona (a nawet

220 = 1048576) elementéw wystarczyltoby 210 krokéw. Takiego sprzetu wiekszosé
Czytelnikow w domu nie ma, ale karta graficzna, ktéra ma tylko 1024 procesory,
posortuje milion elementéw w 210 - 512 = 107520 krokach, na jakie cale obliczenie
zostanie podzielone przez sterownik. Opis (w postaci abstrakcyjnej) i formalny
dowdd poprawnosci tego algorytmu mozna znalezé w ksiazce [1], a pelna,
dzialajaca na karcie graficznej implementacja w jezyku GLSL (i r6zne jej
zastosowania) jest przedstawiona w ksiazce [2].
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