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Wielkimi krokami nadchodzi kolejna
edycja Ogélnopolskiej Matematycznej
Konferencji Studentéw ,,OMatKo!l!”. Juz
po raz jedenasty uczestnicy beda mieli
okazje zanurzy¢ sie w fascynujacy $wiat
nauki. Konferencja obfitowaé¢ bedzie

w liczne prezentacje, wyktady, konkursy
i okazje do integracji, wszystko to

w gronie milo$nikéw matematyki.
Wydarzenie odbedzie si¢ na Politechnice
Wroctawskiej w dniach 6-8 grudnia
2024 r.

,OMatKo!!!” to najwicksze tego rodzaju
wydarzenie w Polsce, skierowane do
studentéw i doktorantéw, oferujace
mozliwo$é rozwoju naukowego oraz
zaprezentowania wlasnych badan.
Uczestnicy moga wyglaszaé referaty lub
prezentowaé tematy w formie plakatéw.
Serdecznie zapraszamy réwniez kota
naukowe do udzialu i opowiedzenia

o swoich zainteresowaniach. To takze
doskonata okazja do spotkania
potencjalnych pracodawcéw i wymiany
do$wiadczeri z innymi entuzjastami
matematyki. To wladnie uczestnicy
tworza niepowtarzalny klimat konferencji.

Szczegbélowe informacje beda pojawiaé sig

na mediach spolecznosciowych konferencji.

Zache¢camy do obserwowania:

— Facebooka:
https://web.facebook.com/omatkopwr/

— Instagrama:
https://www.instagram.com/omatko.pwr/

Liczby (nie)naturalne
Jakub FILIPEK*

,Liczby naturalne stworzyl Bég, cala reszta to praca cztowieka” — powiedzial
pod koniec XIX wieku Leopold Kronecker — matematyk o niemalym dorobku
naukowym. Na to zdanie mozna patrze¢ na wiele sposobdw, jest to wszak jeden
ze sloganéw intuicjonizmu — a wiec pogladu filozoficznego na matematyke,
ktorego postulaty prowadza do odrzucenia niekonstruktywnych dowodow,

a czasem nawet zbioréw nieskonczonych.

Ale dzisiaj zostanmy przy liczbach naturalnych. Przyjrzymy sie temu, czego
Kronecker nie mégt jeszcze wiedzie¢ o liczbach, a juz konkretniej — o arytmetyce.
Zblizymy sie do fragmentu wspdlczesnej Godlowskiej logiki, zobaczymy, ze
,liczby naturalne” nie musza by¢ tak naturalne, oraz dowiemy sie, ze zasady,
ktérymi rzadza sie te prawdziwe liczby, sa przed nami ukryte.

Ile razy jedynke?

Arytmetyka jest prosta. Zaczynamy od liczby 0, potem méwimy, ze nastepna
jest 1, a nastepnie deklarujemy, ze osiagniemy kaZdg liczbe naturalna poprzez
dodawanie jedynki. Chcialoby sie powiedzie¢ — poprzez dodawanie jedynki
odpowiednia liczbe razy. Ale tego wprost prawa arytmetyki nie méwia.
Powyzsza ,deklaracja” (o dodawaniu jedynki) nosi dumne miano zasady
indukcji matematycznej. Przyjrzyjmy sie jej sformulowaniu. Przez ¢(n)
bedziemy rozumieé, ze liczba n ma wlasnos¢ ¢. Moze to byé dowolna wlasnoéé
arytmetyczna, na przyktad n < 5 albo n -2+ 3 = 7. Przy takim oznaczeniu zasade
indukcji matematycznej zapisujemy nastepujaco:

[0(0) A (Yn@(n) = ¢(n+1))] = (Vne(n)).
Stownie: jezeli 0 ma wlasno$¢ ¢ oraz jezeli posiadanie wlasnosci ¢ przez n
pociaga za sobg p(n + 1), to juz wszystkie liczby naturalne maja wlasnosé ¢.
Istotnie, nie mowimy tutaj, ile razy nalezy dodawaé jedynke. Mozna sig
domyslaé, ze nieskonczenie wiele razy. Czy moze zatem istnieé liczba, ktéra
jest nieskonczona suma jedynek? Intuicja podpowiada, ze kazda liczba jest
skoniczona. Zwyklo sie nawet méwié ,nieskonczonosé nie jest liczba”. Okazuje
sie, ze sprawa jest nieco bardziej delikatna.

Arytmetyka — zbiér zasad

Chodzi o to, ze probujemy zapisa¢ zasady, ktorymi rzadzi si¢ arytmetyka —
aksjomaty — a pdzniej spojrzec, jaka matematyczna struktura spelnia te zasady.
Nie wskazujemy na konkretny model, ktory intuicyjnie znamy. Odrézniamy
zatem struktury matematyczne, ktére realizuja aksjomaty arytmetyki od
szczegblnej z nich — N, ktorej elementy bede nazywal prawdziwyms liczbami
naturalnymi, w odréznieniu od pozostatych struktur spelniajacych aksjomaty
arytmetyki, te bede nazywal po prostu liczbami. Takie aksjomatyczne podejscie
jest w matematyce bardzo skuteczne i stosowane konsekwentnie od poczatku
XX wieku — Kronecker (1823-1891) nie doczekal sie nietypowych struktur
arytmetycznych. Logika I rzedu, a wiec taka, ktorej system dowodowy jest
skuteczny, ma swoje ograniczenia. Nie da sie na przyklad zapisa¢ w niej
aksjomatéw, ktére zagwarantuja, ze w strukturze matematycznej bedzie

No elementéw — czyli tyle, ile jest prawdziwych liczb naturalnych.

Matematycy przyjeli jednak pewien zestaw aksjomatéw arytmetyki, nazwanych
zbiorczo arytmetyka Peano, na cze$¢ wloskiego matematyka Giuseppe Peano
(1858-1932), ktéry zaproponowal ich pierwsza, historyczna juz teraz, wersje.

W obecnej wersji aksjomaty Peano mowia, ze operacje dodawania i mnozenia
sa laczne i przemienne, zachodzi rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania,

a zero oraz jeden sa elementami neutralnymi, odpowiednio, dodawania

i mnozenia (czyli n 4+ 0 = n oraz n -1 = n). Ponadto wprowadzaja porzadek (<),
ktéry jest zgodny z operacjami dodawania i mnozenia oraz stanowia, ze zero jest
najmniejszym elementem, a jedynka jest najmniejsza liczba wigksza niz zero.
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Dla Czytelnika Wnikliwego: istnienie
modelu dla teorii niesprzecznej wynika
z twierdzenia o pelnosci.

Jeszcze jednym, ciekawym aksjomatem jest
vn,m [n<m =3k (n+k=m)|.

Jezeli liczba m jest wieksza od liczby n, to mozemy przedstawi¢ m jako n + k
dla pewnej liczby k. Dlaczego powiedziatem, ze ten aksjomat jest ciekawy? Otz
do spotki z poprzednimi gwarantuje, ze n + 1 jest najmniejsza liczbg wicksza
niz n. Dopiero teraz nasza lista aksjomatow opisuje struktury, w ktérych istnieje
jednoznacznie wyznaczona nastepna liczba.

Nieskonczone liczby

Okazuje si¢ jednak, ze powyzsze aksjomaty uzupelnione o zasade indukcji
opisuja znacznie wieksza klase struktur niz tylko prawdziwe liczby naturalne N.
W szczegdlnosci istnieje taka struktura matematyczna, ktora zawiera element
wiekszy od kazdej prawdziwej liczby naturalnej, jednoczeénie spelniajac teorie
Peano, a wiec bedac struktura arytmetyczna. Zauwazmy najpierw, ze jesli
wprowadzimy nowa stalg c, a do aksjomatéw Peano dorzucimy zdanie

c=>0,

to otrzymamy teorie niesprzeczna, a wiec taka, ktéra ma model — jest mozliwa
do zrealizowania. W modelu stala ¢ przyjmie konkretna warto$é. Dla ¢ > 0
mozemy wybraé¢ na przyklad ¢ = 10. Podobnie dla dowolnego zdania

cz=m,

gdzie m jest réwne 1,2,3,4, ..., mozemy wybra¢ model, w ktérym ¢ przyjmie
wartos¢ gwarantujaca realizowanie naszej teorii.

Przedstawie teraz szkic dowodu Twierdzenia o zwartosci Logiki I rzedu.
Rozwazmy teorie — a wiec zbiér aksjomatéw — sktadajaca sie z aksjomatéw
Peano oraz zdan powyzszego typu dla wszystkich m naturalnych. Jest to
oczywiscie nieskonczona teoria, ale to nie stanowi zadnego problemu. Zalézmy,
ze jest to teoria sprzeczna. Kazda sprzeczna teoria dowodzi kazdego zdania —
na mocy zasady ,z falszu wynika wszystko”. Wezmy zatem dowadd falszywego
zdania — na przykltad 0 # 0. Tutaj zachowujemy czujnosé — przez dowoéd
rozumiemy skonczone rozumowanie, a wiec korzystajace ze skoniczonej liczby
aksjomatéw. Ale wezesniej zobaczyliSmy, ze kazdy skonczony fragment naszej
teorii jest niesprzeczny, bo mozna bylo wybra¢ odpowiednia wartos¢ dla c.
Fragment ten nie moze wiec dowodzi¢ zdania 0 # 0. W takim razie cata
(nieskoniczona) teoria jest niesprzeczna, poniewaz, jak widaé, nie istnieje dowod
0 # 0 — to juz wystarcza do niesprzecznosci. Oznacza to, ze istnieje model dla tej
teorii, a wigc pewna struktura arytmetyczna, w ktérej stata ¢ przyjmuje wartosé
wieksza od kazdej prawdziwej liczby naturalnej.

Doszliémy wiec do zaskakujacego wniosku, ze istnieje struktura arytmetyczna,
w ktérej wystepuja nieskoriczone liczby. Co wiecej, okazuje sie, ze korzystajac

z arytmetyki, nie mozna stwierdzi¢, czy dana liczba jest skonczona, czy nie.
Gdyby sie dalo, to istnialaby formula ¢ rozstrzygajaca skonczonosé liczby. Dla
takiej formuly o(z) jest prawdziwe, gdy z jest skoniczony, a falszywe, gdy x jest
nieskonczony. Wéwczas zachodzi

@(0) A (Ynp(n) = ¢(n + 1)),
poniewaz kazda skonczona liczba plus jeden wciaz jest skonczona. Tylko ze
wtedy zasada indukcji prowadzi do

Vn p(n),

czyli nasza formulta nie rozstrzyga dobrze o skonczonosci liczb.

Oto krajobraz, ktéry sie przed nami rozciagnal: gdy opisaliémy arytmetyke,
ktorej sie nauczylidémy, okazalo sig, ze jej zasady moga by¢ spelnione przez
struktury bogatsze od liczb naturalnych, a nasza arytmetyka nic sobie

z tego nie robi — nie zauwaza nawet réznicy miedzy prawdziwymi liczbami

a nieskonczonymi elementami. Liczby naturalne wygladaja jak tylko szczegdlny
przypadek ogélnej struktury arytmetycznej. . .
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Niedostepna teoria

Sprobujmy sie im jednak blizej przyjrzeé¢. Rozwazmy liste wszystkich mozliwych
zdan, ktére sa realizowane w strukturze prawdziwych liczb naturalnych N.

Na tej liscie pojawia sie wszystkie oczywistosci pokroju 0 = 0, jak i wszystkie
najbardziej wysublimowane twierdzenia arytmetyczne. Wsréd nich beda z cala
pewnoscia nieudowodnione i niesformutowane dotychczas twierdzenia teorii liczb.
Jest do$é jasne, ze nie da sie wypisa¢ wszystkich tych zdan — choéby dlatego,

ze jest ich nieskonczenie wiele. Ale mozemy zadaé sobie pytanie, czy istnieje
jakikolwiek przepis, ktory powie nam, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy

nie. Taki przepis mogliby$my zaimplementowaé jako program komputerowy

i dostawaé (by¢ moze po bardzo dlugim czasie) odpowiedzi — tak lub nie.

Co ciekawe, od prawie stu lat wiemy, ze taki algorytm nigdy nie powstanie.
Jest to konsekwencja I twierdzenia Godla o niezupelnosci. Méwi ono mniej
wiece]j tyle, ze kazda teoria zupelna, ktora potrafi odtworzyé arytmetyke, jest
nieobliczalna. Zupelna teoria to taka, ktéra jest zbiorem wszystkich zdan
prawdziwych w pewnej strukturze, a nieobliczalno$¢ oznacza, ze nie istnieje
taki algorytm, ktérego dziatanie opisaliSmy powyzej. Umiejetnoéé¢ odtworzenia
arytmetyki jest troche bardziej subtelna wlasnoscia, ale by¢ moze zadowoli
nas stwierdzenie, ze praktycznie kazda niebanalna teoria, z ktéra obcuje sie

w matematyce, te zdolnosé posiada.

Nasza sytuacja wyglada nastepujaco: mamy ograniczony dostep do zasad,
ktérymi rzadza si¢ prawdziwe liczby naturalne. Postugujemy sie zatem
obliczalnymi teoriami, takimi jak arytmetyka Peano, godzac si¢ z koniecznosci
na wiekszg ogolnosé. A co to méwi o Matematyce? W opinii autora jeden
wniosek jest jasny. Matematyka nie jest taka prosta, na jaka moze wygladag,
nawet na poziomie tak podstawowym jak arytmetyka. Ale nie powinno nas

to zaskakiwaé. Zaskakiwa¢ moze jednak to, ze nie wszystko, nawet o liczbach
naturalnych, mozna udowodnié. A wigc Matematyka nie jest czarno-biala.

Ma swoje szarosci. . .

Przygotowal Dominik BUREK

M 1798. W pola tabeli 9 x 9 wpisano liczby catkowite od 1 do 81 (w kazdym
polu znajduje si¢ jedna liczba, wszystkie liczby sa rézne). Okazalo sig,

ze dowolne dwie liczby rézniace sie o 3 znajduja sie w sasiednich polach.
Udowodnié, ze réznica liczb wpisanych w pewne dwa narozne pola jest podzielna
przez 6.

M 1799. Pigé¢ krawedzi pewnego czworoscianu jest stycznych do sfery.
Udowodnié, ze istnieje inny zbiér pieciu krawedzi tego czworosdcianu, z ktérych
kazda jest styczna do pewnej sfery (niekoniecznie tej samej co wezesniej).

M 1800. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi
nieréwnoscé
(n))! < (n— 1)1ttt

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1107. Z brzegu balkonu, na wysokos$ci H nad ziemia, Jacek upuszcza
pionowo olowiane kulki, kazda o masie m. Stara si¢ jak najdokladniej trafi¢
w wyznaczony punkt. Dysponuje najprecyzyjniejsza dostepna aparatura.
Na podstawie zasady nieoznaczonosci Heisenberga oszacuj typowa odlegtosé
od celu, w jakiej beda ladowaly kulki Jacka?

F 1108. Belka o masie m i dlugosci L spoczywa na poziomym, ptaskim podlozu.
Wspélczynnik tarcia miedzy powierzchnia belki i podlozem wynosi u. Belka
jest jednorodna, tzn. masa przypadajaca na jednostke jej dlugodci jest stala

i wynosi p. Jaka jest najmniejsza warto$é Fy,;, poziomej, punktowej (tzn.
przylozonej w jednym punkecie belki) sity potrzebnej do przesuniecia belki?
Przyspieszenie ziemskie wynosi ¢g. Pomijamy réznice wartosci wspétczynnikow
tarcia statycznego i kinetycznego.
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