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Powyzszy graf G ma trzy spdjne
skladowe, z czego dwie maja nieparzysta
liczbe wierzchotkéw, zatem O(G) = 2

Twierdzenie Tutte’a i twierdzenie Halla
Barttomiej BZDEGA*

W tym miesiacu w Kaciku Poczatkujacego Olimpijczyka (patrz ostatnia strona
Delty) kontynuujemy temat skojarzern w grafach. Sa z nim zwigzane dwa

wazne twierdzenia: Tutte’a i Halla. Ich uzasadnienia sa bardzo pouczajace,

a poniewaz nie udatoby mi si¢ ich zmiesci¢ na ostatniej stronie, przedstawiam je
w niniejszym artykule, Kacikowi pozostawiajac same zadania z rozwiazaniami.

Przed przystapieniem do lektury zachecamy Czytelnika do zapoznania sig
z Kacikiem Poczatkujacego Olimpijezyka nr 68 i 69 w A3, i Aj,. Sa tam
wszystkie niezbedne definicje.

Zaczniemy od podstawowego narzedzia. Niech M bedzie skojarzeniem w grafie G.
Sciezke nazywamy naprzemienng dla skojarzenia M, je$li ma krawedzie na
zmiane nienalezace i nalezace do M.

Lemat o Sciezce naprzemiennej. Jedli istnieje $ciezka naprzemienna taczaca
pewne dwa wierzcholki grafu G nienalezace do skojarzenia M, to skojarzenie M
nie jest najwieksze.

Dowdd: Niech P bedzie opisana w lemacie Sciezka naprzemiennag.

Ze skojarzenia M usunmy te krawedzie, ktore naleza do P i zamiast tego
dolaczmy te krawedzie P, ktére nie byly wczedniej w M. W ten sposéb
otrzymujemy podgraf M’ ktéry ma o jedng krawedZ wiecej niz M.

b

Sciezka P zostala pod$wietlona na zétto. Na rysunku z lewej pogrubione zielone
krawedzie naleza do M, a z prawej — do M’
Ten podgraf jest nadal skojarzeniem, gdyz w wyniku przeprowadzonej powyzej
operacji stopnie wierzchotkéw a i b wzrosty z 0 do 1, a pozostale nie zmienity sie.
|

Sciezka opisana w lemacie nazywana jest czesto $ciezkq powiekszajgcg
skojarzenie.

Wprowadzmy teraz definicje potrzebne do sformutowania twierdzenia Tutte’a.

Graf nazywamy spdjnym, jesli kazde dwa jego wierzchotki polaczone sa Sciezka.
Kazdy maksymalny (w sensie relacji bycia podgrafem) podgraf spéjny danego
grafu nazywamy jego spdjng skiadowg. Spdjne sktadowe o parzystej liczbie
wierzchotkéw bedziemy nazywaé parzystymi, a o nieparzystej — nieparzystyms.
Oznaczmy przez O(G) liczbe nieparzystych spdjnych sktadowych grafu G.

Niech G = (V, E) bedzie grafem i niech S C V. Przez G — S rozumiemy graf G
z usunietymi wszystkimi wierzchotkami nalezacymi do S oraz usunietymi
wszystkimi krawedziami, ktére maja co najmniej jeden koniec w zbiorze S.

Twierdzenie Tutte’a. Graf G = (V, E) ma skojarzenie pelne wtedy i tylko
wtedy, gdy
(T) v O(G-S5) <9

SqV
Zbiory S spelniajace warunek O(G — S) < |S| bedziemy nazywaé dobrymi,
a niespelniajace go — niedobrymi. Zwré¢émy uwage, ze odrzucamy tu S =V
(wtedy G — S nie jest grafem, choé nawet jesli dopuscimy graf pusty, to ma
on 0 skltadowych nieparzystych), ale uwzgledniony jest zbiér pusty. Dla S = ()
otrzymujemy w warunku , ze O(G) = 0, czyli kazda spdjna skladowa grafu G
jest parzysta. Jest to oczywisty warunek konieczny istnienia skojarzenia pelnego.
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Przypominamy, ze odejmujac {v, w},
usuwamy wierzchotki v, w i wszystkie
krawedzie majace co najmniej jeden
koniec w v lub w.

Dowdd (= ). Zakladamy, ze graf G = (V, E) ma skojarzenie pelne. Nalezy
wykazaé, ze kazdy zbiér S C V jest dobry. Dla S = ) juz to zrobiliSmy, niech
wiec |S] > 1. Kazda nieparzysta spéjna skladowa grafu G — S ma przynajmniej
jeden wierzcholek, ktéry jest skojarzony z wierzcholkiem spoza niej. Nie moze
on naleze¢ do innej spdjnej sktadowej, wiec musi nalezeé¢ do zbioru S. Kazdej
spéjnej sktadowej grafu G — S mozna w ten sposéb przypisa¢ pewien wierzchotek
ze zbioru S. To przyporzadkowanie jest réznowartosciowe (bo idzie wzdtuz
krawedzi skojarzenia), wiec O(G — S) < |S|.

Dowdd (< ). Teraz zakladamy, ze spelniony jest warunek . Dla dowodu

nie wprost dodatkowo przypusémy, ze w grafie G nie ma skojarzenia pelnego.
Woéwecezas graf G ma parzysta liczbe wierzcholtkéw (warunek dla S = 0) i nie
jest grafem pelnym.

Niech G’ = G + e bedzie grafem G z dodang krawedzig e. Graf G’ nadal spelnia
warunek (TJ), poniewaz dla dowolnego S C V' zachodzi O(G' — 5) < O(G — S).
Istotnie, krawedz e moze taczy¢ wierzchotki:

e 7 ktorych co najmniej jeden nalezy do S;

o 7 tej samej spojnej sktadowej grafu G — S}

e 7z roznych parzystych spéjnych sktadowych grafu G — S;

e 7 parzystej i nieparzystej sktadowej grafu G — S,

e 7z roznych nieparzystych spéjnych sktadowych grafu G — S.

W pierwszych czterech przypadkach mamy O(G' — S) = O(G — S), a w ostatnim
O(G' — S8) = O(G — S) — 2. Mozemy zatem przyjaé¢ bez utraty ogélnosci, ze
dodanie jakiejkolwiek krawedzi spowoduje zaistnienie skojarzenia pelnego.

Niech U bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkéw grafu G o stopniu |V| — 1, czyli

wierzchotkéw potaczonych z kazdym innym. Wykazemy, ze zbiér U jest niedobry,
co bedzie poszukiwana sprzecznoscia.

Zauwazmy najpierw, ze nie wszystkie spdjne skladowe grafu G — U sa klikami —
inaczej graf G mialby skojarzenie pelne.

sktadowa parzysta

-

skladowa nieparzysta

W kazdej spojnej sktadowej mozna by bylo dowolnie polaczyé w pary
wszystkie wierzchotki oprécz najwyzej jednego. Niesparowanych wierzchotkow
w skladowych jest dokladnie O(G — U), wiec mozemy je polaczy¢ z réznymi
wierzchotkami ze zbioru U. Pozostale wierzcholki ze zbioru U dowolnie taczymy
W pary.

Teraz wykazemy, ze w grafie G istnieje struktura widoczna na rysunku obok
(linia przerywana oznacza tu brak sasiedztwa). Niech Sy bedzie spdjna sktadowa
grafu G — U niebedaca klika. Ma ona zatem dwa wierzchotki z i y, ktére nie

sa polaczone krawedzia. Wierzcholki a, ¢, b wybieramy jako trzy kolejne na
najkrétszej éciezce taczacej x i y. Ponadto ¢ € U, wiec istnieje wierzcholek d € V,
z ktérym c nie jest polaczony.

Wobec poczynionych wczedniej zatozen, w grafie G + ab znajdziemy pewne
skojarzenie pelne M7, a w grafie G + cd — skojarzenie pelne M. Poniewaz

w G nie bylo skojarzenia pelnego, wiec krawedz ab nalezy do skojarzenia My,
a cd — do Ms. Skojarzenie M7 — {a, b} ma o jedna krawedZ mniej niz mialoby
skojarzenie pelne w grafie G, analogicznie skojarzenie My — {c, d}. Wystarczy
zatem znalez¢ $ciezke powiekszajaca ktores$ z tych skojarzen.
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Multigraf to graf, w ktérym dopuszczamy Sum@ skojarzeﬁ M1 i M2 jest multigraf H, w ktérym Wszystkie wierzchotki

wielokrotne krawedzie, na przyktad jak
ten ponizej.

o« »—o

przemian.

s stopnia 2. Taki multigraf jest suma parami roztacznych cykli, by¢ moze
o dhugosci 2. W kazdym takim cyklu krawedzie z M; i My wystepuja na

Jesli krawedzie ab i cd leza na rozlacznych cyklach, odpowiednio C7 i Cs,

to $ciezka C7 — ab powieksza skojarzenie My — {a,b} w grafie G. Pozostaje
przypadek, gdy ab i cd leza na jednym cyklu. Mozemy przyjaé, ze wierzcholtki
a, b, ¢, d leza na tym cyklu w tejze kolejnosci.

- ~

Woéwezas $ciezka od ¢ do d powieksza skojarzenie My — {¢,d} w grafie G. ]

Mozna powiedzieé, ze twierdzenie Tutte’a pozwala
stwierdzié¢, czy w danej klasie, w ktorej wiadomo, kto
z kim si¢ lubi, mozemy usadzi¢ uczniéow w tawkach

w taki sposéb, ze kazdy siedzi z kim$, kogo lubi. A co,
jesli dodatkowo chcemy, by w kazdej lawce siedzieli
chlopiec i dziewczynka? Tu wygodnego kryterium
dostarcza twierdzenie Halla, ktore omawiamy ponizej.

Ale najpierw potrzebne definicje. Grafem dwudzielnym
o dwupodziale (A, B) nazywamy taki graf, w ktérym
zbior wierzcholkéw jest sumg rozlacznych zbioréow

A i B, ponadto kazda krawedZ ma jeden koniec w A,

a drugi w B. Méwimy, ze skojarzenie M nasyca zbior A,
jesli kazdy wierzchotek ze zbioru A nalezy do M.

Niech G = (V, E) bedzie grafem i niech U C V.
Sqsiedztwem zbioru U nazywamy zbiér tych
wierzchotkéw spoza U, ktore maja co najmniej
jednego sasiada w U. Oznaczamy je przez Ng(U).
Jedli jest oczywiste, o jaki graf chodzi, to mozna pisaé
po prostu N(U).

Twierdzenie Halla. Graf dwudzielny G
o dwupodziale (A, B) ma skojarzenie nasycajace zbiér A
wtedy i tylko wtedy, gdy

(H) oL, INa(S) 2 1S].

Dowdd (= ). Zalézmy, ze graf ma skojarzenie M
nasycajace zbiér A. Niech S = s1,59,..., 8, C A bedzie
dowolny. Przez s} € B oznaczmy unikalnego sasiada
wierzchotka s; w skojarzeniu M.

sl € N(S) sa rézne, wiec

r m

Wéwezas s), sh, . ..

IN(S)] = m =S|

Dowdéd («<). Niech M bedzie najwiekszym skojarzeniem
w grafie G. Przypu$émy, ze skojarzenie M nie nasyca
zbioru A. Udowodnimy, ze warunek nie jest wtedy
spelniony.

18

Na mocy przypuszczenia nie wprost, pewien wierzchotek
a € A nie nalezy do skojarzenia M. Rozwazmy wszystkie
wierzchotki grafu G polaczone z wierzchotkiem a

za pomoca Sciezek naprzemiennych dla skojarzenia M.
Niech S oznacza te cze$¢ spoéréd wspomnianych
wierzchotkéw, ktéra nalezy do zbioru A, razem

z wierzchotkiem a, natomiast T — te czesé, ktora jest

w zbiorze B.

Kazda $ciezka naprzemienna rozpoczeta

w wierzchotku a i zakonczona w wierzchotku nalezacym
do T moze by¢ kontynuowana — w przeciwnym razie
otrzymaliby$my $ciezke powigkszajaca skojarzenie M.
W takim razie z kazdym wierzchotkiem t € T'

mozemy zwigzaé wierzcholek s € S, ktory pojawia sie
bezposrednio po ¢t na pewnej Sciezce naprzemiennej,
startujacej z a. Wierzchotek s jest wyznaczony
jednoznacznie, gdyz krawedz ts nalezy do skojarzenia M
(a w skojarzeniu nie moga pojawié¢ sie krawedzie ts i ts’
dla s # s'). Doktadnie tak samo uzasadniamy, ze réznym
wierzchotkom z T" odpowiadaja rézne wierzchotki z S,

i ze sg one rézne od a. Dowodzimy w ten sposéb, ze

[S| > |T.

Jest jasne, ze T C N(S). Wykazemy, ze zachodzi tu
réwnosé. Niech w € N(S) — wtedy ma on sasiada

s € S, wiec albo s = a (i wtedy w € T'), albo istnieje
Sciezka naprzemienna P o kolejnych wierzchotkach
a,...,t,s. Krawedz ts nalezy do skojarzenia M, wiec
krawedz sw nie moze do niego naleze¢. Wobec tego
Sciezka o kolejnych wierzchotkach a,...,t, s, w jest
naprzemienna i w konsekwencji w € T'.

Wobec powyzszych rozwazan |S| > |T| = |N(S)]
i warunek nie jest spetniony, co konczy dowdd. [

Przyktady zastosowan oraz zadania Czytelnik znajdzie
na ostatniej stronie niniejszego numeru Delty.



