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Rys. 1. Zalezno$¢ namagnesowania,

liczonego na jeden wezetl sieci, od

temperatury dla dwuwymiarowego

modelu Isinga [2]:
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funkcja korelacji I'(r)

Rys. 2. Funkcja korelacji I'(r)
w zalezno$ci od odlegtosci r. Powyzej Tc

(kolor niebieski) I'(r) zanika wykladniczo,

ponizej To (kolor zielony) I'(r) — m?2,
a w T (kolor czerwony) I'(r) zanika
w sposéb potegowy

Ciagle przejscia fazowe

Jedli zelazny magnes podgrzejemy do temperatury powyzej 1043 K (770°C),
znanej jako temperatura Curie dla zelaza, to straci on swoje wlasnosci
magnetyczne (namagnesowanie rozumiane jako suma wektorowa momentéw
magnetycznych pochodzacych od wszystkich atoméw zelaza). Mozna
zaobserwowac, ze ta utrata namagnesowania nastepuje w ciagly sposéb, w miare
jak temperatura zelaza zbliza sie do temperatury Curie (T¢), nazywanej takze
temperatura krytyczna. To zjawisko jest przyktadem cigglego przejscia fazowego.
Takie przejscia fazowe zostaly w bardzo przejrzysty sposob przedstawione

w artykule Jacka Migkisza O spinach i genach A3s; — przed dalsza lektura warto
zapoznadl sie z czescia tego artykutu dotyczaca ,,spinéw”.

Aby zrozumieé zjawisko utraty namagnesowania w temperaturze T,
wprowadzono liczne modele magnetykéw majace dwa istotne skladniki: sie¢ (dla
ustalenia uwagi przyjmijmy, ze bedzie to dwuwymiarowa sie¢ kwadratowa) oraz
znajdujace sie w jej weztach momenty magnetyczne nazywane takze spinami,

z reguly oddziatujace tylko z momentami magnetycznymi z najblizszych weztow.
Najprostszy z nich to model Isinga: zaktadamy, ze momenty magnetyczne

moga by¢ skierowane wylacznie ,w gére” albo ,w dél” wzgledem wybranego
kierunku, a energia pary oddziatujacych spinéw skierowanych w jednym
kierunku jest nizsza od energii pary oddzialujacych spinéw skierowanych

w réznych kierunkach. Stanem podstawowym (to jest stanem o najnizszej
mozliwej energii, w temperaturze 0 K) takiego modelu jest wiec stan, w ktérym
wszystkie momenty magnetyczne zwrécone sa w tym samym kierunku, a uklad
jako calo$¢ wykazuje maksymalne namagnesowanie.

Jesli taki uklad spinéw bedzie pobieral ciepto od otoczenia, to przypadkowe
spiny beda zmienialy kierunek, energia bedzie rosta, a namagnesowanie

bedzie spadalo. Jednakze catkowicie zaskakujacym faktem jest to, ze

w temperaturze krytycznej, To = 2,2692 (liczonej w jednostkach [é], J — dzul,
kg ~ 1,38 10723 J/K - stala Boltzmanna), namagnesowanie staje si¢ réowne 0.
Pokazano to na rysunku 1.

Mowimy takze, ze w temperaturze krytycznej T nastepuje spontaniczne
zlamanie symetrii: uklad, aby ,si¢ uporzadkowacé” ponizej T, lamie symetrie
i sposréd dwéch standéw o réwnej energii, lecz przeciwnym namagnesowaniu
(,goéra” — ,d61”) ,wybiera” jeden.

Chcac opisaé ilosciowo to zjawisko, definiuje sie dwa parametry:
namagnesowanie (zobacz artykul O spinach i genach) oraz funkcje korelacji
spin-spin:

> a(0)a(r) exp (— zoh)

>exp (- k? )
I'(r) to funkcja korelacji miedzy spinami odlegtymi o r, sumowanie przebiega po
wszystkich mozliwych konfiguracjach (rozkladach) zmiennych spinowych o, a E;
oznacza energie konkretnego rozkladu zmiennych spinowych.

(1) I(r) =

Charakter zanikania funkcji korelacji z odlegtoscia miedzy spinami jest rézny

w zaleznosSci od temperatury. I tak ponizej T funkcja korelacji maleje wolno

z odlegloscia r, zbiegajac do m? (kwadrat namagnesowania) dla r — oo.
Konsekwencja takiego malenia funkcji korelacji ponizej T¢ jest istnienie
niezerowego namagnesowania ponizej Tc. W temperaturze doktadnie rownej T
oraz powyzej Tc dla r — oo mamy zanik I'(r) — 0, ale charakter zanikania funkcji
korelacji w obu tych przypadkach jest rézny — potegowy w Te: T'(r) ~ ﬁ
(zanika bardzo wolno, n = i dla dwuwymiarowego modelu Isinga, d-wymiar),
natomiast wykladniczy powyzej Te: T'(r) ~ exp(—r/const), zobacz rysunek 2.
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Rys. 3. Do odwrécenia momentéw
magnetycznych oznaczonych kolorem
czerwonym i ograniczonych wielokatem
o dlugosci L = 20 potrzebna jest
energia 40.J

Mozna zauwazyc¢, ze w wystarczajaco wysokiej temperaturze,

Istnienie niezerowej T wynika takze w sposob niezbity z eleganckiego
argumentu Peierlsa. Dla dwuwymiarowego modelu Isinga na sieci kwadratowej
wyglada on nastepujaco. Wyobrazmy sobie, ze chcieliby$my odwrécié wszystkie
spiny z obszaru ograniczonego duzym wielokatem o obwodzie L (zobacz rys. 3).
Zwiazana z tym zmiana energii wewnetrznej U wynosi 2LJ. Takie odwrécenie
obszaru spinéw ograniczonego wielokatem powoduje takze zmiane entropii S
uktadu, bo istnieje wiele mozliwosci wybrania zamknietego wielokata

o dhugoéci L. Liczba tych mozliwosci jest réwna w przyblizeniu 3%, dlatego

ze okrazajac obszar ograniczony wielokatem, mamy do wyboru 3 niezalezne
kierunki w kazdym wezle. W rzeczywistosci, aby wielokat zamknal sie, ta
liczba powinna by¢ nieco mniejsza. Zmiana energii swobodnej AF potrzebna
do odwrdcenia obszaru spindéw wynosi wiec

AF = AU — TAS = 2LJ — kgT'ln 3" = L (2J — kgT'n 3).

kT _ 2
J 7 In3

~ 1,8205,

odwrdécenie obszaru spinéw nie prowadzi do zmiany energii swobodnej, a wiec
moze nastapi¢ samorzutnie. Takie samorzutne odwrdcenie obszaru spinéw to
fluktuacja; fluktuacje w T powstaja we wszystkich skalach dlugoéci (dla takiej
temperatury zachodzi AF = 0 niezaleznie od L), to wlasnie prowadzi do zerowego

parametru porzadku.

Prébe zrozumienia przejscia fazowego w zelazie po raz
pierwszy podjal Piotr Curie. Te prébe okredlamy dzisiaj
jako teorie pola $redniego. Jej sformutowanie (1937)

w postaci obecnie uzywanej pochodzi od Lwa Landaua.
Postuluje ona istnienie parametru porzadku, ktéry ma
niezerows wartos¢ w fazie uporzadkowanej i zerowsg,

w nieuporzadkowanej. Ten sposéb podejécia do opisu
przejs¢ fazowych jest podstawsg ich zrozumienia

od ponad 50 lat. Jednak, jak zaznaczono powyzej,
bezposrednim powodem istnienia niezerowego
parametru porzadku, co postulowal Landau, byl sposéb
zanikania funkcji korelacji ponizej T¢.

Ciaggtle topologiczne przejscia fazowe

W polowie lat siedemdziesiatych ubieglego wieku
John M. Kosterlitz i David Thouless stwierdzili [3, [4],
ze dla pewnego bardziej zaawansowanego modelu
namagnesowania, zwanego modelem XY, funkcja
korelacji w calym zakresie temperatur zanika

T
w sposob potegowy: I'(r) ~ (£)27, T liczona jest

w jednostkach [é] Taka zalezno$é oznacza brak
porzadku dalekozasiegowego. Zauwazmy, ze wyktadnik
okreslajacy malenie funkcji korelacji zalezy od
temperatury T

Zasadnicza réznica miedzy oméwionym wcezedniej
modelem Isinga a modelem XY polega na tym, ze
kierunek momentu magnetycznego w kazdym wezle
sieci modelu XY moze by¢ scharakteryzowany przez
kat 6; z wybranym kierunkiem, zmieniajacy si¢

w sposéb ciaglty od 0 do 27. Energia calego uktadu

oddzialujacych momentéw magnetycznych wyniesie
wiec

E = —JZ cos(0; — 6;).
(4,9

Sumowanie w powyzszym wzorze przebiega po
wszystkich N parach (i, j) bedacych najblizszymi
sasiadami. Jesli zalozymy, ze kierunek momentu
magnetycznego zmienia si¢ nieznacznie od wezta do
wezla, to mozemy rozwina¢ funkcje cosinus w szereg
i pomina¢ wszystkie wyrazy tego rozwiniecia poza
pierwszymi dwoma: cos(0; — 6;) ~ 1 — (6, — 0;)2.

W dalszym ciagu zaklada sig, ze rozklad momentéw
magnetycznych na sieci mozna przyblizy¢ przez
ciagle skalarne pole 6(z,y), ktére zawiera informacje,
jak zmienia si¢ kierunek momentu magnetycznego

w zaleznosci od wspélrzednych. Wyrazy (6; — ;)2

z rozwiniecia cosinusa w granicy ciaglego pola 0(z, y)
przybliza sie kwadratem dtugoéci gradientu |V6|?.
Energia pola 6(z,y) dana jest wzorem:

(2) E= %/|V0|2 dz dy,

catkowanie odpowiada sumowaniu po najblizszych
sasiadach, a wyraz —NJ zostal pominiety. Wzor
moze by¢ takze zrozumiany w taki sposéb: w przypadku
,wolnej” zmiany pola 6(z,y) z odlegloscia, zmiana jego
energii powinna by¢ skalarna funkcja jego gradientu V6.
Odpowiednim niezmiennikiem, ktory nie zalezy od
wyboru uktadu wspélrzednych, zawierajacym V6 dla
skalarnego pola 6 okazuje si¢ wlasnie |V6|%.

Pole 6(x,y) jest w stanie podstawowym (o najnizszej energii), kiedy kierunek
momentu magnetycznego nie zalezy od wspotrzednych. Wtedy gradient V6

pod calka réwny jest 0. Trzy przyklady takich pél pokazano na rysunku 4.
Zauwazmy, ze mozna narysowacé nieskonczenie wiele takich przyktadow, bo obrot
wszystkich strzalek reprezentujacych pole 6(z,y) o ten sam kat nie prowadzi do
zmiany energii ukltadu. W takiej sytuacji méwimy, ze stan podstawowy takiego
modelu ma nieskoniczong degeneracje.
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Rys. 4. Trzy przyktady stanéw
podstawowych (o jednakowej energii —
zdegenerowanych ze wzgledu na energie)
modelu XY dla stalych kqtow 0 z prosta
pozioma: od géry 0 = &, T, &
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Rys. 5. Wysokotemperaturowe
wzbudzenia topologiczne w modelu XY:
wir (z lewej), antywir (z prawej).
Pogladowa interpretacja wzoru jest
nastepujaca: przechodzac wzdluz brzegu
wiru w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, stwierdzamy, ze
czerwona strzaltka obraca si¢ o 27 po
pelnym okrazeniu wiru. W przypadku
antywiru (po prawej) niebieska strzatka
obraca si¢ 0 —27 po jego pelnym
okrazeniu przeciwnie do ruchu wskazdwek
zegara
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Rys. 6. Niskotemperaturowe wzbudzenie
topologiczne w modelu XY: para
wir-antywir. Przechodzac wzdluz brzegu
w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara, stwierdzamy, ze
niebieska strzaltka obraca si¢ po pelnym
okrazeniu pary wir-antywir o kat réwny 0
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[6

Zgodnie z twierdzeniem Mermina—Wagnera taki uktad nie wykazuje
uporzadkowania dalekozasiegowego w temperaturach poza bezwzglednym zerem.
Jesli bedzie on pobierat cieplo od otoczenia, to jego temperatura bedzie rosta,

a dalekozasiegowy porzadek obecny w stanie podstawowym zostanie zniszczony
przez niezwykle wzbudzenia. Maja one postaé¢ wiréw albo antywiréw (rys. 5),
par wir-antywir (rys. 6).

Pary wir-antywir moga wystapi¢ ponizej pewnej temperatury Txr, wiry

i antywiry — powyzej tej temperatury. Miedzy tymi typami wzbudzen istnieje
gleboka réznica natury topologicznej. Mozna ja scharakteryzowaé w nastepujacy
sposob. Jesli wzbudzenie typu wir (albo antywir) otoczymy krzywa zamknigta,
ktéra obiegamy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara, i obliczymy
po niej catke krzywoliniowa [5]:

(3) W = j{VQ(x,y) -dl,

to wartos¢ tej calki bedzie zawsze r6zna od 0 — okreslony zostal w ten sposéb
winding number, ktéry jest charakterystyka topologiczna dla wzbudzen typu
wir (lub antywir). Jesli te samg operacje wykonamy dla par wir-antywir, to
wynik calkowania bedzie zawsze réwny 0. Wzbudzenia typu wir (antywir)
réznia sie wiec topologicznie od wzbudzen typu wir-antywir: jedne nie moga
by¢ przeksztalcone w sposéb ciggly w drugie. Z tego powodu omawiane przejscie
nazywane jest topologicznym przejéciem fazowym, a temperature Tk, w ktérej
niszczone sa pary wir-antywir i wzbudzenia przyjmuja wyltacznie posta¢ wirdw
(albo antywiréw), nazywamy temperatura krytyczna (Kosterlitza—Thoulessa).
Tk rozdziela wiec dwie fazy: niskotemperaturowa, w ktérej wzbudzenie ma
postaé par wir-antywir (zobacz rys. 6), oraz wysokotemperaturowa, w ktérej
wzbudzenia maja postaé¢ swobodnych wiréw lub antywiréw (zobacz rys. 5).

Istnienie tego przejscia mozna takze uzasadnié¢, odwolujac sie do argumentu
Peierlsa. Nalezy wiec, tak jak w przypadku modelu Isinga, oszacowaé¢ warto$é
energii wzbudzenia (wiru) oraz zmiane entropii ukladu, ktéra jest zwiazana
z jego powstaniem. Aby, stosujac réwnanie , oszacowad energie potrzebna do
powstania jednego wiru na sieci o dlugoéci L i stalej sieciowej a, nalezy znaé¢ V§.
Z rysunku 5 mozna odczytaé, ze |VO| ~ % Oznacza to, ze energia potrzebna
do wykreowania jednego wiru wynosi (catka liczona jest we wspdlrzednych
biegunowych):

J

L 1 27 L
(4) EwiT:EL r—zrdr ; d(ﬁzﬂJlng.

Taki wir, jak wida¢ na rysunku 5, mozna utworzy¢ w przyblizeniu

na (%) sposobow. Zwiazana z tym zmiana energii swobodnej wyniesie

L L\’
(5) AF = Jlog —- kBTlog(<a) )

Stad wynika, ze dla kBT < 5 mamy AF > 0, i powstawanie wiréw jest

niekorzystne energetycznle. W tych temperaturach wzbudzenia beda mialy

postaé par wir-antywir, ktére mozna w ciagly sposéb przeksztalci¢ do stalego
pola 8(z,y), bo ich winding number réwny jest 0. Jedli natomiast kBT > 37,
to AF < 0, wowczas powstawanie wiréw jest korzystne energetyczme, a wiec
pary wir-antywir wystepujace w nizszych temperaturach ulegaja rozerwaniu

i wiry oraz antywiry moga istnie¢ samodzielnie.

Podsumowujac, w modelu XY mamy brak uporzadkowania magnetycznego
dalekiego zasiegu w calym zakresie temperatur, ale w skonczonej temperaturze
Trr wystepuje niezwykle przejécie fazowe. Polega ono na roztaczaniu par
wir-antywir i powstawaniu nieréwnowaznych im topologicznie pojedynczych
wirdow i antywirdw. Istota tego przejscia jest zmiana topologii obiektow bedacych
wzbudzeniami ukladu spinowego. Pieé¢dziesiat lat po odkryciu topologicznych
przejé¢ fazowych, co zostato uhonorowane Nagroda Nobla w 2016 roku, ten
obszar jest wciaz przedmiotem intensywnych badan naukowych, nie tylko

w kontekscie prac eksperymentalnych, ale takze zastosowania metod sztucznej
inteligencji do rozpoznawania i klasyfikowania topologicznych faz materii [6].
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