Odmnazanie wielomianow
Barttomiej BZDEGA

Rozwazmy wielomiany
A(x) = ag + a1z + apa? + azz® + ...,

W powyzszych sumach tylko skoniczenie wiele wspétczynnikéw jest niezerowych —
indeks najwiekszego z nich to stopienn wielomianu. Takie przedstawienie ma swaj
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B(z) = by + b1z + boz® + bgz® + ...

plus. Po pomnozeniu tych wielomianéw otrzymamy wielomian

C(x) := A(x)B(x) = co + c12 + cox® + ez + ...,

w ktérym
(%)

Jesli dla przykladu k > deg A, to wcale si¢ nie musimy
przejmowaé tym, ze w wielomianie A(x) ,nie ma” a.
Ono tam jest i jest réwne 0.

Majac dane wielomiany A i B, mozna tatwo obliczyé
wielomian C. Rzecza trudniejsza jest odtworzenie
wielomianéw A i B na podstawie wielomianu C'.
Pokaze metode, ktéra jest dobra dla wielomianéw
wzglednie niskich stopni, przy dodatkowym zalozeniu,
ze wszystkie rozwazane wielomiany maja wspélczynniki
catkowite. Wielomiany, ktore da sie roztozyé¢ na iloczyn
wielomianéw nizszych stopni o wspotczynnikach
catkowitych, nazywamy rozktadalnymi nad Z.

Przyktadowo niech C(z) = 6 + x + 622 + 2% + 22
Poniewaz deg C' = 4, wielomian C moze by¢ iloczynem
wielomianéw stopnia 11 3 albo 21 2. W pierwszym
przypadku wielomian C' musialby mie¢ pierwiastek
wymierny. Na mocy twierdzenia o pierwiastkach
wymiernych moze to byé jedna z liczb: +1, 42, £3,

cr = aogbg + a1bp_1 + asbr_o + ... + arp_1b1 + axbg.

+6, i%, i%. Bezposrednio sprawdzamy, ze zadna z nich
nie jest pierwiastkiem wielomianu C. Pozostaje wiec
deg A = deg B = 2. W tym przypadku, na mocy ,
otrzymujemy:

agbg =6, agby +a1bg =1,
a1b2 + a2b1 = 1, agbg = 2.

Para (ag,bs) jest jedna z par: (1,2), (2,1), (—1,-2),
(=2, —1). Ze wzgledu na mozliwo$¢ zamiany miejscami
wielomianéw A i B (maja réwne stopnie) oraz
mnozenia ich obu przez —1 mozemy przyjaé bez utraty
og6lnodci, ze as = 11 by = 2. W dalszym ciagu mozemy
rozwazy¢ wszystkich osiem mozliwych par (ag, bo)

o iloczynie 6, az uzyskamy rozwiazanie A(z) =22+ +2,
B(x) =22% — 2z + 3.

agbs + a1b1 + asby = 6,

Uwaga. Gdyby kazda z mozliwosci w powyzszym
rozwiazaniu prowadzita do sprzecznosci, oznaczaloby
to, ze wielomian C' jest nierozkladalny nad Z.
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Trudno$é tego zadania roénie bardzo szybko wraz ze stopniem wielomianu C'.
Na koniec pokaze twierdzenie, ktore pozwala wykaza¢ nierozktadalno$é
w przypadku niektérych wielomianéw, niezaleznie od stopnia.

Kryterium Eisensteina. Niech C(z) = ¢y + c17 + co2” +. .. bedzie wielomianem
stopnia k o wspotczynnikach catkowitych. Jesli istnieje liczba pierwsza p, dla
ktorej:

-5 Ck—1,

pTCk, p|Co,C1,-~ pZTCo,

to wielomian C jest nierozkladalny nad Z.

Dowdd. Przypusémy, ze C jest rozkladalny nad Z i C(x) = A(x)B(x) jest jego
rozkladem. Poniewaz ¢y = agbg, przy czym p | co, ale p? { ¢, wiec wnioskujemy,
ze dokladnie jedna z liczb: ag, by dzieli sie przez p. Niech to bedzie ag. Dla

Jj <k,jeslip|ag,ai,...,a;—1, to na mocy wzoru na c;, wobec p 1t by,
otrzymujemy p | a;. W ten sposéb dowodzimy indukeyjnie, ze p | ag, @1, . ., Gp—1-
Dodatkowo p | ag, gdyz ar =0, bo k > deg A. Ale wtedy p | ¢x na mocy wzoru
na cg — sprzecznosc.

Zadania

1. Rozlozy¢ nad Z ponizsze wielomiany lub wykazac, ze to niemozliwe:
(a) 1 — 22 + 222 — o* + 25, (b) 1 — 222 — 23 + 2%,
2. Dla liczb naturalnych n > m > 0 roztozyé¢ wielomian
1420 +...+ma™ L4 ma™+ ... +ma" 4. 4 2gnTm3 g2,

Rozstrzygnaé, czy wielomian 721 + 722 + 2127 + 272! jest rozkladalny nad Z.

4. Niech f(N) oznacza liczbe takich a € {1,2,..., N}, ze dla kazdego
catkowitego dodatniego n wielomian x™ + a jest nierozktadalny nad Z.
Dowiesé, ze limy_ o0 w =1.

5. Liczba p jest pierwsza. Dowiesé, ze wielomian ®,(z) =1+ x + 2%+ ...+ 2P~ !

jest nierozktadalny nad Z.
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