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95% ludzi tego nie rozwiaze!
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Czy znajdziesz calkowite dodatnie

wartosci dla .S& oraz ?
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Rozwigzanie zadania F 1096.
Polozenie réownowagi odpowiada
minimum potencjatu. Obliczmy pochodna
U(x) wzgledem z i przyréwnajmy ja do
zera, aby znalezé wspélrzedna
zo minimum. Mamy:

2a b 2a

/ —_ —_— R o —
U'(x) = 3 + o — 20 =

o
Site F'(z) dzialajaca w punkcie z
otrzymamy jako F(z) = —U’(z). Obliczmy
jej wartos¢ w punkcie bliskim minimum:
x = x9 + 2:
2a b
— ~
(zo + 2)3 (zo + 2)2
’ "
~ U (xg) — U (x0)=.
Poniewaz interesuja nas mate drgania,
wigc dokonaliSmy rozwiniecia sily do
wyrazéw liniowych w z. Mamy U’ (zg) =
a zatem otrzymujemy przyblizone
réwnanie ruchu w poblizu punktu
réwnowagi (z¢):
d?z bt
m— = ——-2z.
dt? 8a’
Jest to réwnanie oscylatora
harmonicznego o okresie:

V2am.

F(xo+ 2z) =

4ma

T =
b2

Jak usprawnié poszukiwanie rozwigzan?
Warto skorzystaé z obserwacji, ze dla
ustalonych z i y mozna szybko znalezé
przyblizone rozwiazanie ze wzgledu
na z procedurami numerycznymi (lub
korzystajac ze wzoru na rozwigzania
réwnan stopnia 3).
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Jej wysokosé krzywa eliptyczna
Bartosz NASKRECKI*

Internet jest peten krzykliwych hasel majacych przyciggnaé¢ uwage uzytkownika.
Lekarze nie cheg, bys poznal cudowne wlasnosci tego wodorostu!, Ta prosta
sztuczka pozwoli ci zarabiac miliony bez wychodzenia z lazienki!, Mezczyzna
probowal podzieli¢ przez zero, zobaczcie, co sie stafo dalej! — to tylko wymyslone
na poczekaniu przyklady, wcale nieodlegle od pierwowzoréw. Wsrod tych fraz
szczegblne miejsce zajmuja te rachunkowo-logiczne, rozpoczynajace sie od

K % ludzi tego nie rozwigze!, gdzie K € [90,100). Przyjrzyjmy sie jednemu

z takich clickbaitéw, przedstawionemu na marginesie — sprawdzmy, czy jako
osoby o Scistych inklinacjach znajdujemy sie w chlubnych (100 — K)% populacji.

Dla Czytelnikéw Delty nie ma niestety zadnych jablek, bananéw i ananaséw — sa
za to calkowite dodatnie liczby x, v, z, ktére maja spelnia¢ rownanie
(1) - Y SR,

Y+ z Z+x Tty
Czy takie istnieja? Szukajac jakichkolwiek rozwiazan, mozemy zastanowic¢ sie
najpierw, czy nie istnieja takie, ktore spelniaja pewne upraszczajace zalozenia.
Gdy = = y = z, nasze rOwnanie sprowadza sie do postaci % = 4, zatem wtedy
rozwiazan nie ma. Z kolei gdy przyjmiemy tylko x = y, to sprowadza sie do
rownania kwadratowego ze wzgledu na z, ktérego rozwiazanie to z = %(7 +/65)x.
Oznacza to, ze wtedy réwniez brak rozwiazan catkowitych (liczby z i z nie
moga by¢ jednoczesnie catkowite). A czy ktéras z tych liczb moze byé réwna
0?7 Niestety nie — gdyby na przyklad zachodzita réwnosé = = 0, to ponownie
statoby sie réwnaniem kwadratowym z rozwigzaniem z = (£2 + v/3)y, co réwniez
jest niemozliwe dla liczb caltkowitych y, z. Podstawowe préby uproszczenia
rownania dodatkowymi zalozeniami spelzty zatem na niczym.

Bywa, ze umystowa ekwilibrystyka musi ustapi¢ brutalnej sile. Nietrudno
napiszemy prosty skrypt, ktéry przejrzy wszystkie trojki liczb catkowitych
dodatnich od 1 do, powiedzmy, 100 i sprawdzi, czy spelniaja one rownosé .
Okazuje sie, ze taki program nie znajdzie zadnego rozwigzania w tym zakresie.
Jesli z ciekawosci pozwolimy mu przegladaé liczby ujemne (o module nie
wigkszym niz 100), to z doktadnoscia do kolejnosci oraz skalowania dostaniemy
dwa rozwiazania: (—1,4,11), (—5,9,11). Wspomniane skalowanie wiaze si¢

z obserwacja, ze jesli (z,y, z) jest rozwiazaniem (), to jest nim réwniez
(ax,ay,az) dla a # 0 — w naszych poszukiwaniach mozemy zatem ograniczy¢
sie do trojek, ktorych najwiekszy wspélny dzielnik jest réwny 1.

Problem z naszym podej$ciem polega na tym, ze ztozonos$é takiego
prymitywnego programu (tzn. liczba tréjek liczb do sprawdzenia) zwicksza sie
szeSciennie wraz z wielkoscia zakresu. Przy odrobinie cierpliwosci mogliby$my
zatem w ten sposéb poszukaé rozwiazan w przedziale od 1 do 1000, ale juz
przedzial [1,10%] pozostaje raczej poza mozliwosciami zwyktego laptopa. Przy
odrobinie pomystowosci mozemy jednak uzyskaé z grubsza kwadratowy koszt
przeszukiwan i w ten sposéb przekonaé sie, ze nie istnieja rozwiazania w tym
przedziale. Céz, jesli tak proste réwnanie jak nie ma rozwiazan catkowitych
w tak szerokim zakresie, to na pewno nie ma ich w ogble — a cala zagadka jest
pomytka albo zlosliwym zartem.

Okazuje sig, ze owszem mamy do czynienia ze zlo$liwym zartem, ale bardziej
przewrotnym nizby moglo si¢ nam wydawaé — otéz wyjsciowe réwnanie istotnie
ma rozwigzania w liczbach caltkowitych dodatnich, przy czym najmniejsze z nich
jest postaci:

X 4373612677928697257861252602371390152816537558161613618621437993378423467772036,

Y
Z = 36875131794129999827197811565225474825492979968971970996283137471637224634055579,

154476802108746166441951315019919837485664325669565431700026634898253202035277999,

gdzie x ma az 79 cyfr! Jak mozna odnalezé tak ogromne rozwiazania i skad
wiadomo, ze nie ma mniejszych? Temu zagadnieniu po$wiecona bedzie dalsza
czes$¢ artykulu.
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Rys. 1. Krzywa C okre$lona

réwnaniem , wraz z zaznaczonymi
punktami P = (—9/5, —11/5)
i@Q=(—1/4,11/4). Ma ona trzy spéjne
sktadowe. Kolorem oznaczono zbiér
punktéw krzywej o obu wspéirzednych
dodatnich

Rozwigzanie zadania M 1782.

Jesli ab = 0 lub a + b = 0, teza zadania
jest jasna. Zalézmy wiec, ze ab # 0
ia+b#0.7Z tozsamosci

(@® =b°)% = (a”" = b")(a® = b®) =
— ®b3 (a2 — )2
wynika, ze a®b® € Q. Z kolei z réwnosci
(@ =) — (@™ — b')(a® — %) =
=a®b*(a® — b*)%(a® + b%)?
wnioskujemy, ze
(a% = b%)% + 4a2b? = (a® + %) € Q,

3,3
skad a’b? € Q. Zatem ab = % € Q.

aZb
Poniewaz

(a® =) (" —b") — (' —b'%) (a® —b%) =
— @ (a? — b%)2(a? + b?) (0 + 1),
wiec
(a® — b%)2 4+ 2a%b% + a%b2(a® + b%) =
= (a® + b)) (a* +0*) € Q,
wiec a® +b% e Q. Finalnie

1 ad—p3 " a?—b?

a—b= ———— oraz a+b=
a?+ab+b? a—b

sa wymierne, skad a i b tez sa wymierne.

Uwaga: Mozna pokazac, ze a i b sa
catkowite — pozostawiamy to jako
¢wiczenie dla Czytelnika Wnikliwego.

Tréjki réznych od zera liczb catkowitych (z,y, ), ktérych najwigkszy wspdlny
dzielnik jest réwny 1, mozna jednoznacznie zakodowaé jako pary (u,v), gdzie
u=u1x/z1iv=y/z. Po takim zabiegu réwnanie staje sie réwnaniem dwdch
zmiennych nastepujacej postaci:
(2) (u+v)* — 6uv(u+v) — 3(u+v)* = 3(u+v) +uv+1=0.
Jest to réwnanie pewnej krzywej C stopnia 3, przedstawionej na rysunku 1.
Zaznaczono na niej punkty P = (—9/5,—11/5) i Q = (—1/4,11/4) odpowiadajace
rozwiazaniom (—9,—11,5) i (—1,11,4) réwnania . Kolorem oznaczono
te fragmenty krzywej C, ktére leza w I ¢wiartce. Jesli znajdziemy na tym
kolorowym fragmencie punkt o wspolrzednych wymiernych — odtad punkty
takie bedziemy nazywa¢ wymiernymi — bedzie on odpowiadal dodatniemu
rozwigzaniu . Tylko jak takich punktow szukaé¢? Z pomoca przyjdzie nam. . .
geometria! Okazuje si¢ bowiem, ze

jesli prosta o nachyleniu réznym od —1 przecina krzywa C' w dwoch
(V) réznych punktach wymiernych P i @, to przecina ja jeszcze

w dokladnie jednym punkcie wymiernym R.

Dowdd tego faktu wynika z zastosowania wzoréw Vieta po wstawieniu do
liniowej zaleznosci v = au + . Szczegdly uzasadnienia zamieszczone sg na koncu
artykulu — jest tam réwniez przedstawiony jawny wzor pozwalajacy wyznaczy¢
wspoélrzedne punktu R w zaleznosci od wspdlrzednych P i Q.

Dla przyktadu, jesli na rysunku 1 poprowadzimy prosta przez punkty P i Q,
to przetnie ona krzywa C' w jeszcze jednym punkcie R o wspolrzednych
(—9071/9841,5951/9841). Daje nam to kolejne calkowite rozwiazanie (1))

(x = —=9071, y = 5951 i z = 9841), ktére jednak wciaz nie jest dodatnie.

Na pierwszy rzut oka na tym koriczy sie nasza przygoda z generowaniem
nowych punktéow — kazda prosta ma co najwyzej trzy punkty przeciecia

z krzywa C'. Z pomoca przychodzi nam operacja wrecz trywialna — zamiana
wspdélrzednych miejscami! Jesli (u, v) spelnia réwnanie , to (v, u) réwniez

je spelnia. Jesli zatem punkt R lezy na C, to symetryczny do niego wzgledem
prostej u = v punkt R’ réwniez — i, rzecz jasna, on tez ma wspolrzedne wymierne
(rys. 2). Te dwie operacje: branie trzeciego punktu przeciecia z C' oraz zamiana
wspolrzednych miejscami, pozwalaja nam wygenerowaé¢ dowolnie wiele punktéw
wymiernych. Pozostaje nam mieé¢ nadzieje, ze w koncu trafimy w ten sposéb na
punkt o wspélczynnikach dodatnich.

PrzeprowadZzmy poszukiwania w sposob systematyczny. Dla utatwienia notacji
wyzej przedstawiong konstrukcje punktu R’ z punktéw P i Q oznaczmy jako
m(P, Q). Z powodéw, ktdre stana sie zrozumiale pdzniej, wprowadzmy lezacy
na krzywej C punkt T = (—1,1) i przyjmijmy oznaczenia P; = m(T, P) oraz
P,y1 = m(P,, P). Zgodnie z wezedniejszymi obserwacjami wszystkie punkty P,
leza na krzywej C. Mozemy kolejno obliczaé¢ ich wspoélrzedne (raczej przy
pomocy komputera), az w konicu. .. Udalo si¢! Punkt Py ma obie wspdlrzedne
dodatnie, a wiec wyznacza nam pewne dodatnie rozwiazanie naszego
oryginalnego problemu . Jest to doktadnie to gigantyczne rozwiazanie, ktére
przedstawiliémy wczesniej — jak widac, potrzeba sporo jablek. ..

Zaskakujace jest to, ze kazda z liczb z,y, z tego rozwigzania ma okoto 80 cyfr.
Z pewnoscia takiego rozwiazania nie znalezlibySmy recznie. Pozostaja wiec
pytania:

(A) Czy mozna znalez¢ mniejsze (w sensie maksimum) rozwigzanie?
(B) Czy wykorzystana operacja m(P, Q) ma jaki$ glebszy sens?
(C) Cazy i kiedy znajdziemy ,male” rozwiazanie poczatkowe w ogélnej sytuacji?

W dalszej czesci sprobujemy — na tyle, na ile jest to mozliwe — uzasadnié
negatywna odpowiedz na pytanie (A). Wykorzystamy do tego strukture

grupy zwiazana z odpowiedzia na pytanie (B) i zakoniczymy bardzo trudnymi
pytaniami matematycznymi, ktére wiaza sie z odpowiedzia (wciaz niepelna!l) na
pytanie (C).

Przyjrzyjmy sie uwazniej operacji m(P, Q). Wiemy juz, ze nie wyprowadza
ona poza zbiér punktéw C' o wymiernych wspotrzednych. Jest tez w oczywisty

17



Niektorzy Czytelnicy zapewne sprébuja
udowodnié¢ te réwnosé za pomoca jawnych
rachunkéw algebraicznych. Powodzenial!

Rys. 3. Konstrukcja punktu m(P, P)

Krzywe eliptyczne w matematyce
pojawily si¢ juz w starozytnosci. Maja tez
zwigzek z obliczaniem pewnych calek, ale
to juz odrebna historia...

]

Rozwigzanie zadania F 1095.

Para wodna z dobrym przyblizeniem
spelnia réwnanie gazu doskonatego.
Czasteczke pary wodnej tworzg trzy
(niewspélliniowe) atomy, a wiec molowe
cieplo wlasciwe pary ogrzewanej w statej
objetosci ¢y = gR = 3R. Masa molowa
wody pw = 2pH + po = 18 g. Cieplo
potrzebne do ogrzania 54 g pary od

t1 = 100°C do to = 200°C wynosi wiec
Q = mecy (Tz — t1)/pw; liczbowo:

Q = 7,483 -10° J.

Rys. 4. Hlustracja réwnosci 67 = O

sposob symetryczna, tzn. m(P, Q) = m(Q, P). Okazuje sig, Ze ma jeszcze inng
przydatna, cho¢ nietatwa w uzasadnieniu wlasnoé¢: dla dowolnych punktéw
P,Q, R na C zachodzi:

m(m(P,Q), R) = m(P,m(Q, R)).

W fachowej terminologii oznacza to, ze jest to operacja {gczna, i dzieki
wczesniejszej symetrii mozemy o niej mysle¢ jak o zwyklym dzialaniu, takim
jak na przyklad dodawanie. Przeszkadzaé¢ moze odrobine, ze operacja m(P, Q)
zdefiniowana byla dla rdéznych punktéw P i @ (by mozna bylo poprowadzié¢
przez nie prosta). Cheac zdefiniowaé m(P, P), mozemy jednak pomysle¢ o granicy
m(P, Ry,), gdzie R,, jest ciagiem punktéw na C zbiegajacych do P. Wéwczas

w pierwszym kroku operacji m zamiast prostej przechodzacej przez dwa punkty
bierzemy styczna do C' w punkcie P (rys. 3). Inna trudnos$é pojawia sie, gdy
chcemy wykonaé operacje m(P, Q) na dwich punktach symetrycznych wzgledem
prostej y = . Z dowodu stwierdzenia (©), zamieszczonego na koricu artykutu,
wynika, Ze nie istnieje wtedy trzeci punkt przeciecia prostej PQ z krzywa C.
Jesli powiemy, ze wowczas wynikiem zawsze ma by¢ pewien abstrakcyjny

punkt O, o ktéry wzbogacamy krzywa C (mozna o nim mysleé jako o punkcie
definiujacym kierunek (—1,1)), to juz nic nie stoi na przeszkodzie, aby mysle¢
o m jako o porzadnym ,dodawaniu” punktéw na krzywej C' — od tej pory
przyjmujemy zatem oznaczenie P 4+ @ := m(P, Q). Pozwala nam to tez mnozy¢
punkty przez liczby catkowite: dla n € N punkt nP to efekt n-krotnego dodania
do siebie punktu P, zas —nP to odbicie symetryczne nP wzgledem prostej u = v.
Zdefiniowane w ten sposéb dzialanie dodawania punktéw krzywej trzeciego
stopnia daje w rezultacie strukture grupy nazywana krzywg eliptyczng.

WspominaliSmy juz, ze rozwiazania rownania mozna ograniczy¢ do tréjek
liczb (x,y, 2), ktérych najwigkszy wspdlny dzielnik jest réwny 1. Warto tu
zaznaczy¢, ze wowczas liczby x,y, z sa parami wzglednie pierwsze. Istotnie,
réwnanie (1) mozna sprowadzi¢ do postaci

23 4% + 2% — 32y — 3022 — 3wy® — 3wz — 3y?z — 3y2? — Sayz =0,
z ktorej wynika, ze kazdy wspdlny dzielnik pierwszy dowolnych dwéch
sposrod liczb x,y, z dzieli tez trzecia z tych liczb, wigc réwniez najwigkszy
wsp6lny dzielnik calej trojki — czyli 1. Ta obserwacja oznacza réowniez, ze jesli
wspdélrzedne dowolnego wymiernego punktu (u,v) krzywej C' przedstawimy
w postaci nieskracalnej, to bedzie to postaé¢ (z/z,y/z), thumaczaca sie
bezposrednio na rozwiazanie (x,y, z) réwnania .

Wprowadzimy teraz pewng ciekawa funkcje, nazywana wysokoscig. Dla
wymiernego punktu P = (u,v) definiujemy h(P) = log;o(max{|al, [b[}), gdzie ¢
jest nieskracalna postacia u + v. Na przyklad dla P = (—=9/5,—11/5) otrzymujemy
zatem h(P) =log,, 4. Zauwazmy, ze jesli P = (x/z,y/z) ma wspélrzedne
dodatnie, to h(P) < log;o(max{z + y, z}), zatem h(P) < log;o(2 max{z,y, z}).

Z doktadnoscia do log,(2) = 0,3 funkcja h ogranicza wiec z dotu liczbe cyfr
najwiekszej sposrod liczb x,y, z — moze by¢ zatem uzyteczna dla badania
fenomenu ogromnego rozwiazania rownania .

Zachodzi nastepujace ciekawe twierdzenie: dla kazdego punktu P wymiernego na
C e s . . h(2" P) . 2

krzywej C istnieje granica ciagu (T) Oznaczamy te granice przez h(P)

i nagywamy wysokosciqg kanoniczng. Jak zostato udowodnione przez

André Nérona i Johna Tate’a (na dwa rézne sposoby!):

(a) h(nP)=n2h(P) (tzn. h(P) jest forma kwadratows);
(b) A(P + Q) + h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q) dla dowolnych punktéw P, Q
(tzw. prawo réwnolegloboku);
(c) istnieje stala k> 0 taka, ze |h(P) — h(P)| < r niezaleznie od wyboru
punktu P.
Uzbrojeni w takie nowe narzedzia mozemy teraz bez trudu wyjasnié¢, dlaczego
skonstruowany wczesniej punkt Py = 9P + T tlumaczyl sie na tak monstrualnej
wielkosci rozwigzanie réwnania (I)). Mozna sprawdzié, ze 3T = (—1,—1) (rys. 4)
oraz 2(—1,—1) = O, zatem 67 = O i dlatego zgodnie z wlasnoscia (a) zachodzi
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Rozwigzanie zadania M 1780.
D

B

Zaznaczmy na odcinku M N taki

punkt E, ze EM = MD. Wtedy

BN = NE. Wykorzystujac
réwnoramienno$é trojkatéw EDM i EBN
oraz réwnosé

XABC + £CDA = 180° = ¥ MEN,

dostajemy
XABE + ¥XxADE = XAEB + xAED.

Gdyby *xABE > xAEB, to

XADE < XAED, skad AB < AE < AD,
sprzeczno$é. Podobnie nie moze zachodzié
nieré6wnos$é¢ X ABE < X AEB. Zatem

AB = AE = AD, wigc pary tréjkatow
ABN i AEN oraz AEM i ADM sa
przystajace. Wobec tego

XANM + xCAM = xANB + xCAM =
= 180° — ¥ BAN — ¥ABN + ¥CAM =

=180° — XxBAN — xABD — xMAD =
1
= 180° — 5g<BAD — XABD = 90°,

co latwo daje teze zadania.

[*] Andrew Bremner i Allan Macleod,
An unusual cubic representation
problem, Annales Mathematicae et
Informaticae, 2014.

h(T) = %E(O) = 0. Z prawa réwnolegloboku wynika zatem, ze dla dowolnego
punktu S oraz i € N zachodzi:

WS+ (i +1)T) + h(S + (i — 1)T) = 2h(S +4T).

Oznacza to, ze ciag (E(S + zT))Z jest ciagiem arytmetycznym. Z drugiej

strony S + 67 = S, zatem jest to jednoczesnie ciag okresowy, wiec musi by¢
ciggiem stalym. Wstawiajac S = 9P, dostajemy h(9P + T') = h(9P), i ponownie
wlasnosé (a) implikuje h(9P) = 81h(P). Zgodnie z (c) mozemy zatem zapisac
h(9P 4+ T) ~ 81h(P) (Blad przyblizenia  nie zalezy od wyboru punktu, a jedynie
od samego réwnania krzywej C'!) Mozna to zinterpretowaé¢ w taki sposéb, ze liczba
cyfr najwiekszej liczby w nieskracalnym zapisie 9P + T wzrosta okolo 81 razy
w stosunku do analogicznej liczby cyfr dla punktu P. Zauwazmy, ze ta jakoSciowa
analiza bardzo dobrze odpowiada uzyskanym przez nas dokladnym wynikom.

Ale skad wiemy, ze punkt 9P + T jest najmniejszy w sensie liczby cyfr,
ktory dopuszcza dodatnie rozwiazania? Odpowiedz kryje si¢ w twierdzeniu
udowodnionym przez Luisa Mordella w 1922 roku. Aby sformulowaé je

w pelnym brzmieniu, zdefiniujmy rz¢d punktu S jako najmniejsza liczbe
naturalng n taka, ze nS = O (jesli takiej liczby nie ma, przyjmujemy rzad
réwny oo). Twierdzenie Mordella glosi, ze na krzywej eliptycznej istnieje
skoticzony zbiér punktéw 77, ... T (skonczonego rzedu) oraz P, ..., P,
(rzedu nieskoniczonego) taki, ze kazdy punkt wymierny zapisuje sie jako suma
Yo aiPi 4>, b T, gdzie a;, by, sa liczbami catkowitymi. Dla kazdego punktu
liczby te sa wyznaczone jednoznacznie. Liczbe r nazywamy wowczas rangg
krzywej eliptycznej C, a punkty P; i T jej generatorams.

W przypadku naszej krzywej C' dodatkowe rachunki algebraiczne (zdecydowanie
wykraczajace poza ramy tego artykulu) pozwalaja udowodnié, ze kazdy punkt
wymierny jest postaci kP + [T. Zatem kazdy punkt wymierny na naszej
krzywej ma wysoko$é kanoniczng réwna iL(kP +IT) = kziL(P), odpowiadajaca
w przyblizeniu ,zwyktej” wysokosci. Pozostaje wiec tylko upewnié sie, ze
wszystkie punkty kP 4 IT dla —9 < k < 9 oraz 0 < [ < 5 nie maja obu
wspOlrzednych dodatnich (ograniczenie na [ wynika z faktu, ze 6T = O).

W ten sposéb nasze rozwazania prowadza do jednego z najstynniejszych
probleméw w matematyce, czyli hipotezy Bircha—Swinnertona—Dyera. Postuluje
ona istnienie efektywnego algorytmu wyznaczajacego generatory punktéw na
krzywej eliptycznej. Dodatkowo hipoteza ta — jesli jest prawdziwa — pozwala
opisaé zwiagzek miedzy wysokosciami punktow generujacych i arytmetyka samej
krzywej eliptycznej. Przy zalozeniu, ze ranga krzywej eliptycznej wynosi 0

lub 1, hipoteza BSD zostala udowodniona dla nieskoniczenie wielu krzywych
eliptycznych.

Na koniec polecamy Czytelnikom interesujace eksperymenty. Mozemy
poszukiwaé ,prostego” (minimalnego w sensie wysokosci) rozwiazania
rownania , w ktorym liczba 4 zostata zastapiona inna liczba wymierna. Sa
czedciowe wyniki na ten temat, wiecej informacji mozna znalezé w artykule [].
Okazuje sie, ze generatory krzywej eliptycznej moga by¢ naprawde ogromne!

Uzasadnienie stwierdzenia (O©). Zastanéwmy sie, ile punktéw
wspélnych moze mieé krzywa C' z prosta. Taka prosta moze mieé
réwnanie postaci v = au + 8 dla «, 8 € R. Wstawiajac te zalezno$é
do 7 dostaniemy wielomian zmiennej u, ktérego poczatkowe
wyrazy wygladaja nastepujaco:

3) Wa,p(u) = (a3 —3a? —3a+ 1) ud+

+ (302830 —6aB — 5 — 38— 3) u + (...).
Jest to wielomian 3 stopnia, ktéry moze mieé co najwyzej
3 pierwiastki — oznacza to, ze punkty przecigcia sg réwniez
co najwyzej trzy. Ponadto z podstawowej teorii dotyczacej
wielomianéw (twierdzenie Bézouta) wynika, ze jesli istnieja
dwa rézne pierwiastki, to istnieje tez trzeci — o ile tylko o # —1,
gdyz woéwczas degeneruje sie do wielomianu stopnia 2. Zatem
jesli prosta przechodzaca przez punkty P i @ lezace na C' ma
nachylenie rézne od —1, to przecina krzywa C w jeszcze jednym
punkcie R.
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Zastanéwmy sig, jak majac wspélrzedne punktéw P = (up,vp)
i Q= (ug@,vq), mozna wyznaczy¢ wspélrzedne (ug,vg) punktu R.
Prosta przechodzaca przez punkty P i @ ma réwnanie

v=au+pg,

vp—vQ
up—uQ
zatem pierwiastkami réwnania W,/ g/ (u) = 0. Zgodnie ze wzorami
Viéta ich suma jest réwna —22 | gdzie a; to wspdtczynnik

a3

gdzie o’ = oraz ' = vp — a’up. Liczby up,uq,ur sa

stojacy przy u' w wielomianie Wy gr. Oba te wspétczynniki
przedstawiliémy w , co daje nam wzér jawny (choé¢ bardzo
skomplikowany) na ug:

3a/28' —3a’? — 60/’ —5a’ —38' —3
a3 —3a/2 =3/ 4+ 1

UR =

—up —uQ

i dalej vg = a@’ur + B’. Z powyzszego wzoru wynika, ze jesli liczby
up,vp,uQ,vQ sa wymierne, to liczby ugr,vr réwniez.
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