Jak i gdzie istniejg przedmioty matematyki?

* Wydzial Matematyki i Informatyki UAM

Na temat filozofii matematyki i jej
historii zob. np. R. Murawski, Filozofia
matematyki. Zarys dziejow oraz Filozofia
matematyki. Antologia tekstow
klasycznych i Wspélczesna filozofia
matematyki. Dla bardziej
zaawansowanych: R. Murawski

i T. Bediirftig, Philosophy of
Mathematics oraz Philosophie der
Mathematik.
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W roku 1884 Cantor w liscie do

G. Mittag-Lefflera pisal: ,,Jesli chodzi

o rzeczy pozostale [mianowicie o rzeczy
poza stylem i sposobem przedstawienia —
R.M.], to wszystko to nie jest moja
zastuga, w stosunku do tresci moich prac
jestem jedynie sprawozdawcag

i urzednikiem (nur Berichterstatter und
Beamter)”.

2Frege w Grundlagen der Arithmetik
(punkt. 106) pisal: ,Okazalo sig, ze liczba,
ktéra zajmuje sie arytmetyka, musi byé
traktowana nie jako niesamodzielny
atrybut, lecz rzeczownikowo
(substantivisch). Liczba jawi sie wiec jako
rozpoznawalny przedmiot, chociaz nie
fizyczny ani nawet nie przestrzenny, czy
taki, ktéry mogliby$my sobie jakos
wyobrazi¢”.

Roman MURAWSKI*

Potocznie méwi sie, ze matematyka to badanie wlasnosci (réznych rodzajéw)
liczb, funkcji, figur geometrycznych, abstrakcyjnych przestrzeni itd. Czym
jednak sa te obiekty, jak i gdzie one istnieja, jaka jest ich natura, czy sa
tworzone (konstruowane) przez matematykow, czy tez sa im w jakis sposéb dane
i matematycy odkrywajq je i ich wlasnosci? Na tego typu pytania odpowiedzi
szukaé nalezy nie w samej matematyce, ale w filozofii matematyki.

Czym jest filozofia matematyki? Najprosciej mozna powiedzieé, ze jest to
filozoficzna refleksja nad matematyka jako nauka. Szuka si¢ wigc w niej m.in.
odpowiedzi na pytanie o nature i sposéb istnienia przedmiotéw matematycznych
i analizuje si¢ metody poznawcze wlasciwe matematyce.

Pytanie o nature i sposéb istnienia obiektéw matematyki zwiazane jest

z pewnym starym problemem filozoficznym zwanym sporem o powszechniki
(uniwersalia), a sformutowanym juz przez Platona (427-347 p.n.e.). Ot6z Platon
pytal o to, co odpowiada pojeciom ogdlnym, takim jak cztowiek, piekno, dobro,
prosta, liczba, tréjkat itd. W historii pojawily sie cztery zasadnicze stanowiska
bedace odpowiedzig na to pytanie: skrajny realizm pojeciowy, umiarkowany
realizm pojeciowy, konceptualizm oraz nominalizm.

Wedle realizmu skrajnego (reprezentowal go m.in. Platon) uniwersalia istnieja
obiektywnie jako odrebne, zmystowo niedostepne przedmioty. Realizm
umiarkowany, ktéry reprezentowal na przyklad Arystoteles (384-322 p.n.e.),
twierdzi, ze uniwersalia istnieja obiektywnie, ale nie jako odrebne, rézne od
rzeczy przedmioty, lecz jako wlasno$ci wspdlne tym rzeczom. Konceptualizm,
zapoczatkowany przez Johannesa Roscelina (ok. 1050 — ok. 1120), glosi,

iz uniwersalia sa (jedynie) pojeciami i istnieja tylko w umysle ludzkim.
Nominalizm wreszcie, zapoczatkowany przez Williama Ockhama (ur. przed 1300,
zm. ok. 1350), powiada, ze uniwersalia w ogéle nie istnieja, istnieja bowiem tylko
przedmioty jednostkowe; zludzenie za$, Ze istnieja uniwersalia, ma swe zrédlo
w dezinterpretacji jezyka, w ktérym funkcjonuja nazwy ogdlne (pozwalajace na
skracanie wypowiedzi).

Wymienione tu koncepcje (z wyjatkiem drugiej) maja swoje odbicie

w odpowiedzi na tytulowe pytanie dotyczace sposobu istnienia przedmiotow
matematyki. Odpowiednie stanowiska nazywa sie platonizmem,
konceptualizmem i nominalizmem.

Przez platonizm rozumie sie stanowisko gloszace, ze przedmioty matematyki
istnieja obiektywnie, samoistnie, niezaleznie od czasu i przestrzeni oraz od
poznajacego umystu. Sa wiec one dane matematykowi. Matematyk zatem
odkrywa przedmioty matematyki i ich wlasnosci oraz je opisuje. Gdyby wiec na
Swiecie nie byto zadnego matematyka, to i tak istnialyby wszystkie przedmioty
matematyki majace swoje wlasnosci (te ktére znamy dzis, te ktére poznamy
jutro, ale i te, ktérych nigdy nie poznamy i o ktérych matematycy nigdy mowié
nie beda). Zgodnie z tym mdéwié¢ nalezy, ze matematyk odkry! dana teorie, a nie,
ze ja stworzyl; w szczegélnosci powinnidmy powiedzieé, ze Leibniz i Newton
odkryli rachunek rézniczkowy i catkowy, a nie, ze go stworzyli.

Platonizm glosito wielu waznych matematykow. Sam Platon twierdzil, ze
podstawa poznania matematycznego jest rozum, a wlasciwg metods matematyki
metoda aksjomatyczna. Zdawal sobie oczywiscie sprawe z tego, ze matematyk
postuguje sie w swojej pracy obserwacja i rysunkiem, ale jest to wedle niego
jedynie okazja do uswiadomienia sobie pojeé, a nie material do ich wytworzenia.

Ku platonizmowi sklanial sie tez Euklides (ok. 365 — ok. 300 p.n.e.), autor
stynnych Elementow. Glosili go rowniez m.in. tacy matematycy wspotczesni, jak
Georg Cantor! (1845-1918), twérca teorii mnogoéci, Gottlob Frege? (1848-1925),
tworca logicyzmu (waznego kierunku w filozofii matematyki, twierdzacego,

ze matematyka jest redukowalna do logiki) czy jeden z najwiekszych logikéw
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3Goédel w pracy Russell’s Mathematical
Logic (1944) pisal: ,Klasy i pojecia moga
by¢ pojmowane jako rzeczywiste obiekty
istniejgce niezaleznie od naszych definicji
i konstrukcji”, a w Mathematics and the
Metaphysicians (1901) znajdujemy
zdania: ,Logika [a takze matematyka, jak
wynika z dalszych rozwazan Russella —
R.M.] zajmuje si¢ $wiatem realnym, tak
jak zoologia, aczkolwiek bada bardziej
abstrakcyjne i ogélne jego wlasnosci. [...]
Wydaje mi sig, ze zatozenie istnienia
takich obiektéw jest tak samo
uzasadnione, jak przyjecie istnienia ciatl
fizycznych, a jest przeciez wiele racji, by
przyjac¢ ich istnienie. Sg one tak samo
konieczne do skonstruowania
satysfakcjonujacej teorii matematycznej,
jak ciala fizyczne sg konieczne do
otrzymania sensownej teorii percepcji
zmysltowej”.

AW pracy Stetigkeit und irrationale
Zahlen (1872), gdzie Dedekind zbudowat
poprawng, teorie liczb rzeczywistych
(definiujac liczby niewymierne za pomoca
przekrojéw), pisal: ,,Za kazdym wigc
razem, gdy dany jest przekrdj (Aq, Az)
ktéry nie jest wyznaczony przez zadng
liczbe wymierna, stwarzamy (erschaffen
wir) nowg liczbe — liczbe niewymierna,
ktérag traktowaé bedziemy jako calkowicie
wyznaczong przez ten przekrdj (A, Az);
[...]” Zauwazmy, ze uzyte w oryginale
niemieckim stowo ,erschaffen” to stowo,
ktérym oddaje si¢ w niemieckim
przekladzie Biblii hebrajski termin 872
[bara] wystepujacy w Ksiedze

Rodzaju 1,1, w opisie stwérczego
dzialania Boga. Par. 4 tej pracy,

w ktérym Dedekind wprowadzit liczby
niewymierne, zatytulowany jest
»Stworzenie (Schiopfung) liczb
niewymiernych”, w par. 1 pisze zas$, ze
liczby zostaly ,,stworzone przez ducha
ludzkiego” (durch den menschlichen
Geist erschaffen).

5Arend Heyting, uczen Brouwera, pisal
w pracy Die intuitionistische
Grundlegung der Mathematik (1931) tak:
»Przedmioty matematyczne z natury swej
sg zalezne od ludzkiej mysli, i to nawet
gdyby byly niezalezne od indywidualnych
aktow mysélenia. Istnienie ich jest
zagwarantowane o tyle tylko, o ile moga
byé okreslone przez mys$l”.

SW jednym z wywiadéw Tarski méwil

o sobie: ,,Jestem nominalista. Jestem

o tym gleboko przekonany. W istocie tak
gleboko, ze nawet po mojej trzeciej
reinkarnacji nadal bgd¢ nominalistg”.

W czasie sympozjum w Chicago w roku
1965 powiedzial: ,,Okazuje sie duzo
bardziej skrajnym antyplatonikiem. [...]
Reprezentuje jednak ten surowy, naiwny
rodzaj antyplatonizmu, ktéry okreslitbym
jako materializm albo nominalizm

z pewng skaza materialistyczng”. W liscie
do Josepha H. Woodgera z 21 listopada
1948 roku pisal: ,Problem zbudowania
logiki i matematyki nominalistycznej
interesuje mnie mocno od wielu,

wielu lat”.

Kurt Godel® (1906-1978). O swoich odczuciach zwiazanych z praca badawcza
w zakresie logiki matematycznej (zwanej woéwczas logistyka) — a uwagi te
dotycza takze badan matematycznych — pisal obrazowo wybitny polski logik
Jan Lukasiewicz (1878-1956), zwolennik platonizmu:

,Chcialbym na zakoniczenie tych uwag nakresli¢ obraz zwigzany

z najglebszymi intuicjami, jakie odczuwam zawsze wobec logistyki. Obraz
ten rzuci moze wiecej Swiatta na istotne podloze, z jakiego przynajmniej

u mnie wyrasta ta nauka, niz wszelkie wywody dyskursywne. Ot6z ilekro¢
zajmuje sie najdrobniejszym nawet zagadnieniem logistycznym, szukajac
na przyktad najkrétszego aksjomatu rachunku implikacyjnego, tylekroé
mam wrazenie, ze znajduje sie wobec jakiejs poteznej, niestychanie zwartej
i niezmiernie odpornej konstrukcji. Konstrukcja ta dziala na mnie jak
jakis konkretny, dotykalny przedmiot, zrobiony z najtwardszego materiatu,
stokro¢ mocniejszego od betonu i stali. Nic w niej zmieni¢ nie moge, nic sam
dowolnie nie tworze, lecz w wytezonej pracy odkrywam w niej tylko coraz
to nowe szczegoly, zdobywajac prawdy niewzruszone i wieczne. Gdzie jest
i czym jest ta idealna konstrukcja? Filozof wierzacy powiedzialby, Ze jest
w Bogu i jest mysla Jego”.

Przyjecie platonizmu implikuje, ze problem prawdy i prawdziwosci

w matematyce staje sie prosty. ,,Prawdziwy” znaczy bowiem tyle, co

»zgodny ze stanem rzeczy w rzeczywistosci matematycznej”. Nie ma wiec
miejsca na problemy nierozstrzygalne w matematyce. Kazdy problem typu
pytania—rozstrzygniecia, ,tak-nie” (a wiec np. hipoteza Riemanna czy hipoteza
continuum) ma juz istniejace jednoznaczne rozwiazanie i zadaniem matematyka
jest znalezé odpowiednie metody, by do tej odpowiedzi dotrzeé, by ja odkryc.
Co wiecej, platonizm implikuje, ze uniwersum matematyczne staje sie bardzo
szerokie — jedynym bowiem kryterium istnienia jest tu niesprzecznosé, tzn.
istnieje kazdy obiekt niesprzeczny.

Konceptualizm glosi, ze przedmioty matematyki sa wytworem umystu ludzkiego.
Istnieja zatem tylko obiekty matematyczne konstruowalne, czyli te, ktére
mozna skonstruowaé z obiektow, ktérych istnienie jest intuicyjnie jasne.
Konceptualista byt na przyklad matematyk, teolog i ostatni scholastyk kardynatl
Mikotaj z Kuzy (1401-1464). Glosil on, ze zaréwno liczby, jak i obiekty
geometrii sg tworami ludzkiego umystu. Sa one odbiciami, obrazami (ymago)
liczb i obiektow geometrycznych istniejacych w umysle Bozym. Konceptualizm
glosili tez Henri Poincaré (1854-1912) i Richard Dedekind? (1831-1916).
Najsilniej konwencjonalizm doszed! do glosu w intuicjonizmie zainicjowanym
przez matematyka niderlandzkiego Luitzena Egbertusa Jana Brouwera
(1881-1961). Wedlug niego matematyka jest funkcja intelektu ludzkiego

i wolna, zyciowa aktywnoscia rozumu, jest wytworem umystu ludzkiego. Istnieje
w matematyce tylko to, co jest konstruowalne przez mysl (choé¢ niekoniecznie
aktualnie skonstruowane)®. Konsekwencja takiego stanowiska jest odrzucenie
metody aksjomatycznej w matematyce, odrzucenie nieskonczonoéci aktualne;j

(i konieczno$é ograniczenia sie jedynie do nieskoriczono$ci potencjalnej) czy
wreszcie znaczne ograniczenie zarowno $wiata przedmiotéw matematycznych,
jak i metod dopuszczalnych w matematyce.

Trzecie wyrdznione przez nas stanowisko — nominalizm — glosi, ze przedmioty
matematyki to jednostkowe obiekty (fizyczne), a wiec napisy i nic wiecej. Choé
stanowisko to wydawaé si¢ moze dziwne, to mialo ono wielu zwolennikéw —
nalezeli do nich m.in. Bertrand Russell (1872-1970) i Alfred North Whitehead
(1861-1947), a takze niektérzy wybitni logicy polscy, w szczegélnosci Alfred
Tarski® (1901-1983), Stanistaw Les$niewski (1886-1939) oraz Leon Chwistek
(1894-1944). Nominalizm ma dzi§ wielu zwolennikéw, zwlaszcza w anglosaskiej
filozofii matematyki. Zauwazmy, ze prowadzi on do bardzo silnego zawezenia
przestrzeni obiektéw matematycznych, eliminujac wszelkie obiekty abstrakcyjne
(na przyklad zbiory, ktére powinno si¢ interpretowaé jako wypowiedzi, czy raczej
skréoty wypowiedzi, o indywiduach).
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Zadajmy teraz pytanie: Ktére z opisanych stanowisk jest stuszne i prawdziwe?
Odpowiedz brzmi: Nie wiemy! Sama matematyka nie daje tu rozstrzygniecia.
Nie ma to jednak zadnego wplywu na uprawianie i rozwijanie matematyki.
Podobnie jest zreszta i w innych naukach. Mozna, dla przyktadu, prowadzié¢
badania w biologii, nie rozstrzygajac, czym jest zycie, czy badania socjologiczne
bez jasnej i precyzyjnej definicji spoleczenistwa. Matematycy zreszta rzadko
zastanawiaja si¢ nad kwestiami filozoficznymi zwiazanymi z uprawiana
dyscyplina. Jesli za$ juz sie zastanawiaja i glosza jakies poglady, to niekoniecznie
sg im wierni w swojej praktyce badawczej. Przyktadem moze byé Tarski. Otéz,
bedac zwolennikiem nominalizmu, swobodnie stosowal w swoich badaniach
metamatematycznych $rodki nieskoniczonosciowe (dopuszczalne jedynie przez
platonizm) albo zajmowal si¢ badaniem logiki intuicjonistycznej, nie podzielajac
przekonan konceptualistycznych.

Obserwacja pokazuje, ze w pracy badawczej matematycy zachowuja sie

na ogot jak platonicy. Oznacza to, ze nie sa oni panami czy kreatorami
rzeczywistosci matematycznej — przeciwnie, staja wobec danej im ,twardej”
rzeczywistosci, ktéra staraja sie opisaé. Akceptujac ,na co dzien” platonizm,
»od $wieta” jednak, tzn. kiedy zastanawiaja si¢ nad kwestiami filozoficznymi,
deklaruja sie na ogdl jako formalisci, twierdzac, ze matematyka to zespét
aksjomatyczno-dedukcyjnych systeméw sformalizowanych i cala praca
matematyka polega na dedukcji twierdzen z przyjetych aksjomatéw za pomoca
dowolnych poprawnych metod.
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i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1780. Czworokat wypukly, w ktérym AB = AD, jest wpisany w okrag.
Punkty M i N leza na odcinkach CD i BC tak, ze DM + BN = MN.
Udowodnié, ze érodek okregu opisanego na tréjkacie AM N lezy na odcinku AC.
Rozwiazanie na str.

M 1781. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste dodatnie x i y takie, ze
27ty 4 97ty — 198 oraz T+ 7 = 2V2.

Rozwiazanie na str. [T5]

M 1782. Dane s3 liczby rzeczywiste a > b takie, ze a? — b jest liczba calkowita
dla dowolnej liczby pierwszej p. Udowodnié, ze a i b sa liczbami wymiernymi.
Rozwiazanie na str. [17]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1095. W szczelnie zamknietym naczyniu znajduje sie m = 54 g pary wodnej
w temperaturze t; = 100°C. Ile ciepta nalezy dostarczy¢, aby ogrzaé te pare

do to = 200°C? Masa atomowa tlenu po = 16, masa atomowa wodoru pug =1,
a uniwersalna stala gazowa R = 8,314 J/mol.

Rozwiazanie na str. [I§]

F 1096. Cialo o masie m porusza sie wzdluz linii prostej OX pod dzialaniem
sity potencjalnej. Potencjatl sity jako funkcja wspétrzednej = opisany jest
wzorem:

a b
U(z) = R
Jaki jest okres malych drgan ciala wokdl polozenia réwnowagi (minimum
potencjatu)?
Rozwiazanie na str. [I0]
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