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Tabelka okreslajaca dzialanie mnozenia
na sferze S°

Dziatania +, - na parach postaci (z,0) sa
zgodne ze zwyklymi dzialaniami na
(odpowiadajacych tym parom) liczbach
rzeczywistych x, mozna je wigc utozsamic.
Przy tej konwencji jednostka urojona, to
jest para i = (0, 1), spelnia réwnanie

i -1 = —1. Kazda pare (z,y) mozna
zapisaé¢ w postaci z 4 iy, wtedy formalne
dodawanie i mnozenie takich wyrazen (po
przyjeciu T —1) prowadzi do dziatan,
ktére wlasnie okresliliSmy.

b
a-b B

a

o+ B

Geometryczna interpretacja mnozenia na
okregu S': iloczynem punktéw

a = (cosa,sina) i b = (cos 3,sin ) jest
punkt a - b = (cos(a + B),sin(a + B3)),

a wigc mnozenie polega na dodaniu
odpowiednich katéw z dokladnosciag do
wielokrotnosci liczby 27

Czy na kazdej sferze istnieje mnozenie?
Krzysztof M. PAWALOWSKI*

Jean d’Alembert (1717-1783), francuski filozof, matematyk i fizyk, wyrazil
opinie, ze algebra jest szczodra — czesto daje wiecej, niz jest o to proszona.
Te stowa d’Alemberta nigdy nie przestaly byé aktualne — niejednokrotnie
problemy matematyczne byly (i nadal sa) rozwiazywane przy uzyciu algebry,
nawet jesli w samym sformulowaniu zagadnienia nie wida¢ jej sladu.

Przez sfere potocznie rozumie sie zbiér punktéw przestrzeni trojwymiarowej
réwnoodleglych od zadanego punktu. Tak opisujemy sfere dwuwymiarowa.
Podobnie postapimy przy okresleniu sfery (n — 1)-wymiarowej w przestrzeni
euklidesowej R™ dla dowolnej liczby naturalnej n > 1. Przestrzen ta sktada sie
z punktéw postaci © = (21,...,2,); to jest n-tek liczb rzeczywistych, zwanych
wspdlrzednymi punktu x. Punkt 0 = (0,...,0) nosi nazwe poczathu ukliadu
wspdirzednych. Skupiajac sie na sferach jednostkowych, zbiér punktow

x € R™ odlegltych o 1 od poczatku ukladu wspotrzednych, to jest o normie

|lz|| = 1, nazywamy sferg (n — 1)-wymiarowq i oznaczamy przez S"~*.

Przez norme punktu = rozumiemy liczbe ||z| = /2% + ... + 22, ktéra jest
odlegtoécia punktu = od punktu 0. Bohaterami tego artykutu s sfery S (zbiér
dwupunktowy {—1,+1}), S (okrag), S? (standardowa sfera), S3, ..., niezmiennie
przyciagajace uwage matematykow. Nim odpowiemy na pytanie zadane w tytule,
omowimy wlasnoéci, o ktérych myélimy przy mnozeniu punktow na sferze.
Najpierw jednak przyjrzymy sie sferom S°, S, S* oraz S7.

Sfery o wymiarach 0 i 1. Sfera S to zbiér {—1,1}, w ktérym liczby +1
mnozymy tak, jak nas uczono od dziecka (zob. tabelke na marginesie). Sfera S!
sklada si¢ z par (x,7) liczb rzeczywistych spetiajacych 22 + y? = 1, jest wiec
okregiem o promieniu 1. A jak mnozy¢ pary liczb rzeczywistych? Odpowiedzia
jest zbidr liczb zespolonych oznaczany przez C, czyli zbiér R? z dzialaniami:
c+z=(a+2z,b+y), c-z=(ax — by, ay + bx), c=(a,b), z = (z,y).
Dodawanie wykonujemy po prostu na kazdej wspoélrzednej z osobna, natomiast

pewna motywacje dla mnozenia mozna znalezé na marginesie. Mnozenie takie
jest przemienne, co oznacza tyle, ze zawsze zachodzi ¢z = z - c.

Przydatne sa pojecia modulu |z| = \/a? + y? i sprzezenia zZ = (z, —y) liczby
zespolonej z = (x,y) € C. Pozwalaja one latwo opisaé¢ element odwrotny

(ze wzgledu na mnozenie) do dowolnej liczby zespolonej z # (0,0): jest nim

271 =7%/|z|%. Nietrudno sie tez przekonaé, ze |c - z| = |c| - |z|, wiec w szczegdlnosci
iloczyn dowolnych dwéch liczb z okregu S* réwniez lezy na tym okregu. W ten
spos6b uzyskujemy mnozenie punktéw okregu S'.

Sfery o wymiarach 3 i 7. William W. Hamilton, poszukujac bezskutecznie
wzoru na mnozenie tréjek liczb rzeczywistych, znalazt (juz przez nas podany)
wzor na mnozenie par liczb rzeczywistych, po czym rozszerzyl go na mnozenie
par liczb zespolonych w nastepujacy sposéb:

(a,b) - (z,y) = (ax — yb,ya + bT).
Tym razem symbol - uzyty jest w iloczynie (a,b) - (x,y) par liczb zespolonych.
Dodawanie par okresla si¢ jak zwykle: (a,b) + (z,y) = (a + x,b + y). Przy tych
dzialaniach zbiér C x C (tozsamy ze zbiorem czworek liczb rzeczywistych,
czyli R*) oznacza sie¢ przez H, a jego elementy nazywa sie kwaternionami.
Modutl i sprzezenie kwaternionu z = (z,y) o liczbach zespolonych z = (x1, x2)
iy = (y1,y2) okreslone sa wzorami:

2l = VP 0P = /% + 23 + 92 + 33,
z= (fv *y) = (1'17 —x2, —Y1, 7y2)a
a wzér 2~ 1 = z/|z|? okredla element odwrotny (ze wzgledu na mnozenie) do

kwaternionu z # (0, 0). Odnotujmy, ze podobnie jak dla liczb zespolonych modul
iloczynu dwoch kwaternionéw jest iloczynem ich modutéw.

Sfera S? sklada sie z par (z,y) liczb zespolonych speniajacych |x|? + |y|? =1,
co oznacza, ze T3 + x5 + y2 + y2 = 1; inaczej méwigc: sfera S jest zbiorem
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W tekécie Zbigniewa Marciniaka z A}g
mozna przeczytaé¢ wigcej o kwaternionach,
a nawet ogdlnie o mnozeniu

w przestrzeniach R?, R® i R?.

‘W 1843 roku William W. Hamilton
(1805-1865) podal wzér na mnozenie
kwaternionéw, uznajac je za pary liczb
zespolonych. W tym samym roku,
inspirowany odkryciem Hamiltona,
John T. Graves (1806—1870) rozszerzyt
ten wzor na mnozenie par kwaternionéw:
(a,b) - (2,) = (az — Fb, ya + b3),
a pary te nazwal oktawami. Natomiast
my nazywamy je oktonionams.
Przyjmijmy oznaczenia na kwaterniony:
1=(1,0),i=(i,0), j=(0,1), k = (0, ).
Dla oktonionéw p = (i,0), ¢ = (0, j),
r = (0,1) iloczyn (p - q) - r rézni sie od
p-(q-r), gdyz pierwszy jest réwny (k, 0),

kwaternionéw o module 1. Wzér na modul iloczynu dwéch kwaternionéw
zapewnia, ze iloczyn dwéch kwaternionéw ze sfery S? réwniez do niej nalezy —
w ten sposéb uzyskujemy mnozenie punktéw ze sfery S3. Kwaterniony rézni od
liczb zespolonych jedna fundamentalna wlasnos¢é. Tym razem mnozenie nie jest
przemienne: na przyklad iloczyn (0,1) - (4,0) jest rézny od (4,0) - (0, 1).

Czy procedure te mozna kontynuowaé¢? OdpowiedZ brzmi: tak! Opierajac sie

na konstrukcji zwanej metodg Cayleya—Dicksona, sume i iloczyn dwéch par
kwaternionéw mozna okresli¢ tak samo, jak zrobil to Hamilton dla par liczb
zespolonych (zob. margines). Po przyjeciu tych dzialan zbiér H x H (tozsamy ze
zbiorem R®) oznacza sie przez Q, a jego elementy nazywa oktonionami. Tak jak
poprzednio, umozliwia to okreélenie mnozenia punktéw ze sfery S7.

Tak okreslone dziatanie mnozenia oktonionéw, podobnie jak mnozenie
kwaternionéw, nie jest przemienne, a na dodatek nie jest taczne, nawet wtedy,
gdy ograniczymy sie do oktonionéw ze sfery S7 (zob. przyktad na marginesie).

Wiasnoéci mnozenia. Na kazdej ze sfer SY, S', S? okredliliémy dziatanie

a drugi (—k,0).

W jakims stopniu mnozenie oktonionéw
jest jednak laczne, na przyktad
z-(a-b)-xz=(x-a) - (b-x) oraz
(z-y) -y~ ! =z dla wszystkich
oktonionéw a, b, z, y.

mnozenia. Pomy$lmy, jakie sa wspoélne wlasnosci tych dziatan. Jak latwo jest
zauwazy¢, dla wszystkich punktéw z danej sfery G:

(1) istnieje taki punkt e, ze e - x = x = x - e dla kazdego punktu z € G;
(2) dla kazdego = € G istnieje taki punkt 271, ze x - 2~

1:e:m71~:17;

(3) (x-y)-z==xz-(y-z) dla dowolnych trzech punktéw z,y, z.

W pierwszej wlasnosci role punktu e pelni jedynka
(rzeczywista, zespolona lub kwaternionowa); punkt e
nazywa sie elementem neutralnym mnozenia. Druga
wlasnogé jest spetniona dla =1 = z/|z|%. Trzecia
wlasno$é¢ nazywa sie {gcznoscig mnozenia. Mnozenie
liczb rzeczywistych i zespolonych spelnia tez
wlasnoéé (4): -y =y - x, zwana przemiennosciqg
mnozenia. Jak juz odnotowaliémy, mnozenie
kwaternionéw nie jest przemienne, a mnozenie
oktoniondéw nie jest ani przemienne, ani laczne.

Definicja. Przez mnozenie grupowe w zbiorze G
rozumie si¢ taka funkcje u: G x G — G, ze po oznaczeniu
wartosci p(x,y) symbolem z - y spelnione sa wymienione
wyzej wlasnosci (1), (2), (3). Zbiér G z ustalonym
mnozeniem grupowym nazywa sie grupg. Jezeli
dodatkowo spelniona jest wlasnosé (4), to grupa G
nazywa sie grupg abelowq.

Istnieje bardzo wazna wlasno$é natury topologicznej,
ktéra posiada mnozenie na kazdej ze sfer G = SV, S,
S3, §7. Otéz funkcja G x G — G, przypisujaca parze
(z,y) element z - y, jest ciagla. Réwniez funkcja G — G,
zastepujaca elementy 2 elementami odwrotnymi =%
jest ciaglta. Wynika to z faktu, ze dzialanie mnozenia
liczb rzeczywistych jest ciggle, oraz z postaci wzoru na
mnozenie uzytego w metodzie Cayleya—Dicksona, ktory
(za kazdym razem) gwarantuje ciagto$é mnozenia.

Definicja. Zbiér G (zawarty w jakiej$ przestrzeni
euklidesowej) z ustalonym cigglym mnozeniem
grupowym G x G — G i ciagla funkcja G — G,
zastepujaca elementy ich odwrotnosciami, nazywa sie
grupg topologiczng.

Podsumujmy: sfery S°, St, S3 sq¢ grupami
topologicznymi (pierwsze dwie nawet abelowymi)

z dzialaniami mnozenia, odpowiednio: liczb
rzeczywistych, zespolonych i kwaterionéw o module 1.
Mnozenie oktonionéw o module 1 nie pozwala uznaé
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sfery ST za grupe topologiczna, bo mnozenie to nie jest
taczne. Co wiecej, jak udowodnili Zhou Jian i Xu Senlin
w 1988 roku, na sferze tej nie istnieje takie mnozenie
grupowe: sfera ST nie jest grupg topologiczng.

Podkre$lmy tutaj, ze mowienie o ciggltosci funkcji
ma sens, gdy wprowadzimy pojecie, ktére umozliwi
nam $ciste okreslenie tej intuicyjnie jasnej koncepcji.
W naszym przypadku mozemy sie oprzeé¢ na

pojeciu odlegtosci dwéch punktéw w przestrzeni
euklidesowej, gdyz jesli grupa G zawiera sie

w przestrzeni R", to produkt kartezjanski G x G
zawiera sie w przestrzeni R?".

Odwzorowanie p: G x G — G nazwiemy jednostajnie
ciggtym, jezeli dla kazdej liczby rzeczywistej € > 0
istnieje taka liczba rzeczywista 6 > 0, ze dla dowolnych
dwoéch par (a, ), (b,y) € G X G o odleglo$ci mniejszej
niz ¢ iloczyny a - x oraz b -y sa w odleglo$ci mniejszej
niz €. Pojecie ciagtosci odwzorowania jest stabsze

od jednostajnej ciaglosci, lecz te dwa pojecia

sie jednak pokrywaja, jesli ograniczymy sie do
podzbioréw domknietych i ograniczonych w przestrzeni
euklidesowej, czyli podzbioréw zwartych. Dodajmy
jeszcze, ze odleglo$¢ pomiedzy dwoma punktami x i y
w przestrzeni R™ okreSlona jest przez norme ||z — yl|

z rézmicy  —y = (L1 — Y1, -, Tn — Yn)-

Przypomnijmy, ze sfery S°, S, S? sa grupami
topologicznymi. Topologia algebraiczna dostarcza
silnych metod matematycznych, ktére umozliwiaja
wykazanie, ze w kazdym innym przypadku, to jest dla
n #0,1,3,7, na sferze S™ nie istnieje ciagle dzialanie
grupowe. Wobec tego prawdziwe jest nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie klasyfikacyjne. Sfery S°, St i S? sq
jedynymi sferami, ktore posiadajq strukture grupy
topologicznej.


https://deltami.edu.pl/2016/10/liczby-zespolone-i-kwaterniony/

Sfera dwuwymiarowa. Na zakonczenie wykazemy,

ze sfera S?, od ktérej zaczeliémy ten artykul, nie moze
byé¢ grupa topologiczna. Potrzebne nam bedzie pojecie
stycznosci wektora do sfery, ktére najtatwiej wprowadzi¢
przy uzyciu iloczynu skalarnego:

(z,y) = T1y1 + T2y2 + T3Y3
dla x = (Il,.’L’Q,JJg), Yy = (y17y27y3)~

Tloczyn skalarny pozwala wyrazi¢ w sposob algebraiczny
prostopadtosé dwbdch wektordéw x i y, o ktérych
(w sposéb geometryczny) myslimy jak o strzaltkach

2
(1,22, ®3) — (—x123, —T23,1 — x3) to
pole ,,z potudnia na péinoc”
(1,22, x3) — (—x2,21,0) to pole
»z zachodu na wschéd”

O twierdzeniu Poincarégo pisaliSémy juz
w Ag7. Czytelnika zainteresowanego
ogblnoscig moze zaciekawic¢ fakt, ze
podobne twierdzenie jest prawdziwe dla
sfer §2,8%,8%,... — pole styczne na kazdej
z nich posiada miejsce zerowe. Dobrym
¢éwiczeniem jest samodzielne przekonanie
sig, ze wyklucza to istnienie struktury
grupy topologicznej na tych sferach,
zgodnie z rozumowaniem przedstawionym
nizej.

zaczepionych w punkcie (0,0,0) i grotach (odpowiednio)
w punktach z i y. Powiemy, ze wektory = i y sa
prostopadle, jezeli (x,y) = 0.

Za wektor styczny do sfery w punkcie z € S? uznajemy
dowolny wektor y € R? prostopadly do wektora z, czyli
spelniajacy réwnoéé (z,y) = 0. Przykladowo w punkcie
(1,0,0) styczny jest kazdy wektor postaci (0, y2, y3).

W ogélnosci, jesli wektor y € R3 nie jest styczny w o € S?,
to jego skladowa prostopadla do sfery w tym punkcie
wyraza sie wzorem (y, x)x, a zatem rzut prostopadly
punktu y na plaszczyzne styczna wynosi y — (y, z).

Przez (ciagle) pole styczne rozumiemy ciagla funkcje ¢: S? — R3, ktéra kazdemu
punktowi x € S? przyporzadkowuje pewien wektor styczny w punkcie x. Innymi
stowy, zadamy, by spelniona byla tozsamoéé (o(x),z) = 0 dla z € S2. Przyklady
takich pél stycznych mozna zobaczy¢ na marginesie, warto tez stworzy¢ wlasne
przyklady. Ich wspdlna cecha jest istnienie miejsc zerowych, czyli takich
punktéw x € S?, ktérym przyporzadkowano wektor zerowy (0,0, 0). Twierdzenie
Poincarégo méwi, ze nie da si¢ tego uniknaé:

Twierdzenie Poincarégo. Kazde pole styczne p: S* — R? posiada co najmniej
jedno miejsce zerowe.

Twierdzenie Poincarégo (znane takze pod nazwa twierdzenia o zaczesaniu sfery)
ma nastepujace popularnonaukowe ujecie: Nie da sie wybrac niezerowych wektorow
stycznych do sfery S? we wszystkich jej punktach w ten sposéb, by wybor zaleial
w sposdb ciggly od punktow stycznosci. Jeszcze inaczej: Sfery porosnietej wiosiem
nie da sie uczesac, czyli kazdy wlos polozyc stycznie do sfery.

Dowaéd twierdzenia klasyfikacyjnego w przypadku n = 2. Przypu$émy, ze
na sferze S? istnieje ciggle dzialanie grupowe z elementem neutralnym e € S2.

Skonstruujemy wéwczas pole styczne pozbawione miejsc zerowych,
co doprowadzi do sprzecznoéci z twierdzeniem Poincarégo.

z =+ ) Dla wybranego elementu a € S? rozwazmy przeksztalcenie zastepujace dowolny
| punkt z € S? iloczynem a - x, a nastepnie jego rzutem prostopadtym p,(a - x) na
a-z plaszczyzne styczng w punkcie x. Daje to funkcje

p: S? — R?,

p(x) =psla-z)=a -z —(a z,2)2.

Funkcja ta jest jednostajnie ciggla, co wynika z jednostajnej ciaglosci dziatania
grupowego. Styczno$é¢ ¢(x) mozna tez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem:
(p(z), z) = 0. Pozostaje wiec wykluczyé istnienie miejsc zerowych ¢, i w tym celu
konieczne bedzie uwazne wybranie odpowiedniego elementu a.

Wektor ¢(x) jest tym wektorem stycznym
do sfery w z, ktéry wskazuje w kierunku
punktu a - x

Kiedy wiec zachodzi réwnosé p(x) = 07 Otéz wtedy, gdy wektor z = do a - x jest
prostopadly do sfery, a to zachodzi w dokladnie dwdch przypadkach: 1) a -z = x

oraz II) a - = —x (zob. rysunek obok). Réwno$é¢ w przypadku I) sprowadza sie
doa=x- 271 czyli a = e. Latwo jest wiec ten przypadek wykluczyé — wystarczy

dobraé a # e.

Trudniej jest z réwnoscia w I1). Poniewaz sfera S? jest zwartym (czyli
domknietym i ograniczonym) podzbiorem przestrzeni euklidesowej R3, mozemy

skorzystaé z jednostajnej cigglosci dzialania grupowego u: S? x S? — S2.

W definicji przyjmijmy wartosé liczby 6 > 0 odpowiadajaca € = 2 i odczytajmy,
co warunek jednostajnej ciaglosci oznacza dla par postaci (e, ) i (a, ). Odleglosé
miedzy tymi parami jest réwna odleglosci od a do e (mierzonej w przestrzeni
3-wymiarowej). Otrzymujemy wiec, ze jesli odleglos$é a od e jest mniejsza niz 4,
to odlegtodé a - x od e - x, czyli od z, jest mniejsza niz 2. To ostatnie stwierdzenie
Swiadczy, ze a - x # —z, gdyz odleglto$¢ —x od z jest réwna 2.

Wystarczy wiec wzia¢ punkt a € S? odlegty od e € S? o mniej niz §, a jednoczeénie
wiecej niz zero. Dotychczasowe rozumowanie pokazuje, ze woéwczas pole

styczne ¢ nie ma miejsc zerowych, a uzyskana sprzeczno$é¢ z twierdzeniem
Poincarégo dowodzi, ze poczatkowe zalozenie o istnieniu ciaglych dziatan

grupowych na S? bylo falszywe. O
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