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Nalezy domyslac sie, ze autor mial na
mys$li sumowanie nastepujacych ciggow:

_ (=pm — (=pnt
(A) an = ST (B) bn = —
(C) e =(-1)™, (D) d, =n.
Watpliwosci tego typu mozna uniknag,
zapisujac sume przy uzyciu duzej litery
sigma:

o oo oo
20 an, 3 bn, 30 cn, ...
n=0 n=1 n=0

Zadanie 1. Ze wzoru

2" —1l=(zx—1)(="" 4. . Fax+1)
wyprowadzi¢ jawny wzor na sumy
kolejnych wyrazéw (A) i wywnioskowad,
ze zbiegaja one do %

Zadanie 2. Wykazaé zbieznos¢ szeregu
(B) do In(2). Mozna przyja¢ bez dowodu,
ze réznica miedzy 1 + % + é + ...+ %
(suma odwrotnosci pierwszych n liczb
naturalnych) a In(n) jest ciggiem
zbieznym.

(Dowéd tego faktu mozna znalezé w Agg,
na marginesie artykutu Grzegorza
Lukaszewicza).

Godne polecenia sa artykuly na
angielskojezycznej Wikipedii poswigcone
szeregom (C) (Grandi’s series,
Summation of Grandi’s series) oraz (D)
1+2+43+4+...). ,Uzbieznianiu” (B)
oraz (C) i (D) poswiecone sa $wietne
filmiki autorstwa Mathologera na
platformie YouTubie:

Powell’s m Paradox: the genius 14th
century Indian solution,

Numberphile v. Math: the truth about
1+2+3+...=—15.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze metoda Cesaro
otrzymujemy

1—-14+1—-1+4...
O+1—-14+1-1+...

1+0+04+... 21,
co ilustruje, ze ta metodag mozna dwa
szeregi sumowac wyraz po wyrazie.

C 1
=1,
C 1
=1,

Z trzema kropkami trzeba uwazac. ..
Michat MISKIEWICZ*

... zwlaszcza gdy kryje sie za nimi konieczno$é wykonania nieskoriczenie wielu
operacji. Zwiazane z tym putapki zobaczymy na przykltadzie nastepujacych
nieskoriczonych sum, podanych w kolejnos$ci od najmniej do najbardziej
podejrzanej:

1 1 1 2 1 1 1
A) 1—-4+-_—4 == B) 1—--4+=-—-+...=1In(2
(A) 5t1 st T (B) stz—7+ n(2),
1 1
(C) 1,1+1,1+“_:§, (D) 1+2+3+4+...:7ﬁ.

Pierwsza pultapka jest do$é powierzchowna: trzeba sie domysli¢, jakie sa
kolejne wyrazy sumy. Trudno$é¢ te mozna ominaé, podajac ogolny wzor (jak

na marginesie); w przypadku (A) bedzie to a, = (_211)”7 dlan=0,1,2,...

Druga putapke szybko zauwazymy, gdy odruchowo chwycimy za kalkulator

i zaczniemy dodawaé (wzglednie odejmowac) kolejne wyrazy. Otoz wyrazow
sumy jest nieskoniczenie wiele, a zatem przed nami nieskonczenie duzo pracy.
Odruch moze si¢ jednak oplaci¢ — w przypadku (A) po uwzglednieniu pierwszych
czterech wyrazéw mamy 0,625 i kazdy nastepny wynik tez zaczyna si¢ od 0,6.
Po dziesieciu wyrazach na wyswietlaczu kalkulatora widzimy 0,666015625 i trzy
szostki juz zostaja. Ogodlnie 4k wyrazow wystarczy, by k pierwszych cyfr po
przecinku ustalito sie jako same szostki. W ten sposéb dochodzimy do konkluzji,
ze suma (A) wynosi 0,(6), czyli wlasnie 2.

Szeregi zbiezne i rozbiezne. W ten sam sposoéb okresla sie wartosé
nieskoniczonych sum (uczenie méwimy: szeregéw) w wielu innych przypadkach.
Ot6z patrzymy na tak zwany ciag sum czeSciowych: ag,ag + a1,a9 + a1 + as, . ..
Jesli ciag ten jest zbiezny, to jego granice przyjmujemy za szukana wartos¢;

w przeciwnym przypadku szereg (sume) uznajemy za rozbiezny, nieposiadajacy
dobrze okreslonej wartosci. Wedlug tej procedury w przypadku (B) uzyskujemy
ciag sum czesciowych (w obcieciu do trzech cyfr po przecinku):

1,000, 0,500, 0,833, 0,583, 0,783, 0,616, 0,759, 0,634, 0,745, 0,645, ...
Co prawda wcale tego nie wida¢, ale zbiega on do logarytmu naturalnego z 2,
czyli w przyblizeniu 0,693 — przyjmijmy to na wiare.

Niestety juz dla (C) sumy cze$ciowe wynosza na przemian 1 i 0, a wiec nie
tworza ciggu zbieznego. Matematykom zesztych stuleci bardzo zalezato, zeby
temu i innym szeregom przypisaé jednak jakas wartosé, wymyslili wiec (nomen
omen) szereg alternatywnych metod sumowania. Najprostsza jest sumowalnosé
w sensie Cesaro — nasza dotychczasowa procedure wzbogacamy po prostu
o dodatkowy krok, mianowicie ciag sum czesciowych zastepujemy ciagiem ich
kolejnych érednich (n-ty wyraz takiego ciagu jest srednia z pierwszych n sum
czesciowych). Zamiast 1,0,1,0,... otrzymujemy w ten sposob

1,000, 0,500, 0,666, 0,500, 0,600, 0,500, 0,571, 0,500, 0,555, ...,

co nieuchronnie zbiega do % Warto odnotowacé, ze metoda ta jest spdjna
z poprzednia: jesli ciag sum czesciowych jest zbiezny, to ciag ich srednich tez,

i to do tej samej granicy.

Do nadania sensu rownosci (D) potrzeba jeszcze wiecej gimnastyki, gdyz wiaze
sie to z tak zwanym przedtuzeniem analitycznym funkcji dzeta Riemanna.
Metoda ta ma malo wspélnego z sumowaniem kolejnych liczb, wiec uzycie tu
trzech kropek mozna uzna¢ za naduzycie. Zainteresowany Czytelnik moze jednak
dowiedzie¢ sie wiecej, siegajac do odnosnikow na marginesie (lub do wielu innych
dobrych opracowai).

Szczegbdly wspomnianych tu metod sumowania nie beda dla nas istotne, wazne
jest jedynie to, ze maja szereg wlasnosci wspolnych ze zwyczajnym sumowaniem
skoriczenie wielu liczb. Na przyklad, jesli sumie a1 + a2 + . .. jakas metoda
nada wartos¢ A, a sumie by + by + ... wartos$¢ B, to ta sama metoda sumie

(a1 + b1) + (a2 + b2) + . .. przypisze wartos¢ A + B. Metody te pozwalaja wiec
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Rozwigzanie zadania F 1094.

Okres drgan T wahadta fizycznego

o masie m, momencie bezwladnosci
wzgledem osi obrotu odlegtej o d od
srodka masy wahadla wynosi (g oznacza
przyspieszenie ziemskie):

I
T =27 .
mgd

Zmianie temperatury o At = ta — ¢
towarzyszy zmiana odleglosci

atomow materialu wahadla o« = 1 4+ At
razy. W tym samym stosunku zmieni sie
tez odleglo$¢ osi obrotu od $rodka masy
wahadta, przyjmujac wartosé¢ d’ = ad,

a moment bezwladnosci przyjmie wartosé
I' = o®1. Masa wahadla oczywiscie
pozostaje niezmieniona. Tym samym
zima okres wahadla wyniesie:

II
mgd’

T =27 =TVa.

Dla podanych wartosci temperatur zima
a=1-1,33-10"% < 1, co oznacza, ze
zegar sie¢ spieszy. Roéznica wskazan

w stosunku do czasu dokladnego wyniesie
wiec 1 minute po okoto 1,5 - 101 minutach,
czyli po okoto 250,6 godziny, tj. ponad 10
dniach, jesli zalozymy, ze przez caly ten
czas w pomieszczeniu

panowala temperatura to = 18 °C. Warto
zauwazy¢, ze, jak pokazuje nasze
rozumowanie, wszystkie zegary

z wahadlami wykonanymi z mosiadzu

o takim samym skladzie beda sie
jednakowo spieszyty.

yudawacd”, ze mamy do czynienia ze zwykla sumg. Ale tutaj czeka na nas ostatnia
putapka. ..

Twierdzenie Riemanna. Dodawanie jest przemienne: 1 + 2 = 2 + 1 i ogblnie
suma dowolnie wielu liczb nie zalezy od kolejnosci sumowania. I tutaj udawanie
sie konczy. W sumie (B) ustawmy wyrazy w innej kolejnosci:

1 1 1 1 1 1 1
B’ —
(B) 11 6+ '

1
1+3 2+5+7 4—’_9+

a wiec zawsze po dwa dodatnie i jeden ujemny. Suma pierwszych trzech wyrazow

to % ~ 0,833 i tatwo sie przekonaé, ze kolejne sumy czedciowe juz nigdy nie

spadaja ponizej tej wartosci, bo kazda kolejna trojka daje dodatni wktad.

W granicy na pewno otrzymujemy wiec inny wynik niz w (B); istotnie, okazuje

sie, ze jest to 21n(2) ~ 1,039.

Moze byé gorzej! Twierdzenie dowiedzione przez Bernharda Riemanna mowi, ze
odpowiednio dobierajac kolejnosé wyrazéw, mozemy w granicy otrzymac kazdg
liczbe rzeczywista. Co wiecej, tak samo jest dla kazdego innego szeregu > ay,
zbieznego warunkowo, czyli takiego, ze szereg wartosci bezwzglednych Y |ay|
sumuje sie do nieskonczonosci (co oznacza, ze ciag sum czesciowych jest zbiezny
do nieskoniczonosci).

I z tej putapki jest wyjscie. W ramach kursu analizy matematycznej studenci
poznaja zazwyczaj twierdzenie mowiace, ze suma szeregu » . a, nie zalezy od
kolejnosci sumowania, o ile szereg jest zbiezny bezwzglednie, co znaczy, ze szereg
> |an| jest zbiezny. Twierdzenie to czesto pozostawia wrazenie, ze nieskoriczone
sumowanie nie jest przemienne, a jedynie pewne dodatkowe zalozenia pozwalaja
te przemiennos¢ wymusic¢. Ale czy tak musi by¢? Postaram sie przekonad
Czytelnika, ze nie.

Sumowanie a la Lebesgue. Zaczniemy od sumowania
nieskonczenie wielu liczb nieujemnych. Dla wiekszej
przejrzystosci konstrukeji rozwazmy nie tyle sume ciagu
liczb, co sume wartosci funkeji a: X — [0, 00) okreslonej
na pewnym zbiorze X. Jako warto$¢ sumy Y a
przyjmiemy supremum zbioru

{ Z a(y) : Y C X jest skoriczonym podzbiorem}.
yey

Jest to najmniejsza liczba nie mniejsza od wszystkich
pojawiajacych sie wewnatrz klamerek powyzej.
Innymi stowy, rozpatrujemy tylko skoriczone sumy
wartodci funkcji a; jesli zbioér tych skonczonych sum
jest ograniczony z gory, to za Y  a przyjmujemy
najmniejsze ograniczenie gérne; w przeciwnym
przypadku przyjmujemy > a = oo.

Podstawowa zaleta tej definicji jest oczywista: okreslona
przez nas suma nie zalezy od kolejnosci elementow
zbioru X, bo tez zadnej kolejnosci nie wyrdznilismy.

Za zbioér X mozna przyjac zbior liczb naturalnych N,

a funkcje a: N — [0, 00) utozsamié¢ z ciagami (a,)

o wyrazach nieujemnych. W ten sposob otrzymalismy
pojecie sumowalnosci szeregdw o wyrazach nieujemnych
zupelnie nieczute na kolejno$é¢ wyrazow.

Zadanie 4. Sprawdzi¢, ze okreslona wlasnie suma ) a
pokrywa sie z suma Y a,, okreslona jako granica ciagu
sum czesciowych.

Zeby rozszerzy¢ to pojecie na szeregi > a o dowolnych
wyrazach rzeczywistych, sumujemy osobno wyrazy
dodatnie i ujemne (przed tymi drugimi dostawiajac
minus) — jesli jedne i drugie maja skonczona

19

sume, odpowiednio S} i S_, to za sume calosci
przyjmujemy Sy — S_.

Zadanie 5. Przekonagé sie, ze powyzszy warunek
sumowalnosci szeregu > a jest rownowazny warunkowi
> la| < oo, a okreslona wlasnie suma pokrywa sie

Zy an.

Gdy ktoras z sum S, S_ jest nieskoiiczona, szereg
uznajemy za niesumowalny (co niestety ogranicza nasza
metode do szeregdéw bezwzglednie zbieznych).

Jaki z tego moral? Po pierwsze, mozemy odetchnaé
z ulga, ze przemiennosé jest cecha przystugujaca sumom
tak skonczonym, jak i nieskoriczonym, a fenomen
twierdzenia Riemanna mozna ztozyé na karb zbyt
tolerancyjnych metod sumowania szeregow.

Po drugie, opisany spos6b sumowania nie jest jedynie
wymyslona ad hoc sztuczka; wrecz przeciwnie, jest to
szczegblny przypadek catki Lebesgue’a. Czytelnik znajacy
to pojecie — na przyklad z artykutu w A3, — wie, ze
catka Lebesgue’a to sposob ,nieskoniczonego sumowania’
naturalnie stowarzyszony z miara. Przyktadem miary na
zbiorze liczb naturalnych N jest miara liczgca ¢, kazdemu
zbiorowi A C N przypisujaca jego licznosé. I okazuje sie,
ze suma y  a jest tozsama z calka Lebesgue’a [y a(n)dl(n)
wzgledem miary liczacej £.

)

Ostatni moral jest nieco pesymistyczny. Sprowadzajac
zagadnienie sumowania do problemu mierzenia,
wpadamy z deszczu pod rynne — dziedzina ta jest
bowiem bogata w paradoksy, jak choéby twierdzenie
Banacha-Tarskiego (zob. O kul rozmnazaniu w Af,).
Coz, trzeba uwazac. . .


https://www.deltami.edu.pl/2022/04/miara-i-calka/
https://www.deltami.edu.pl/2017/04/o-kul-rozmnazaniu/

