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Potegi dwojki

Barttomiej BZDEGA

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Tym razem bez wprowadzenia teoretycznego — zapraszam na porcje zadan
o réznej tematyce, zwiazanych z potegami dwojki.

Zadania

1.

e

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

25

Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba naturalna k, ze w zapisie dziesietnym
liczby 2% kazda z cyfr: 0,1,2,...,9 wystepuje taka sama liczbe razy.
(LXX OM)
Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja rownosé x + y + z = 0. Udowodnié, ze
x 2% +y-2Y + 2-2% > 0. (XI Wielkopolska Liga Matematyczna)
Rozstrzygnaé, czy istnieje wielokat, ktérego boki maja dlugosci wyrazajace
sie réznymi potegami dwojki o wyktadnikach catkowitych nieujemnych.
Niech a,, oznacza najmniejsza liczba calkowita dodatnia, ktéra ma doktadnie
n dzielnikow. Udowodnié, ze w tym ciagu wystepuje nieskonczenie wiele
poteg dwojki.
Ustalmy liczbe nieparzysta n. Dla k = 1,2, ..., n okreslamy taka liczbe
naturalng ay, ze 2+ 1 < % < 2%, Udowodni¢, ze a1 + az + a5 + ... + a, = n.
(IX WLM)
Wykazaé, ze dla catkowitych dodatnich n liczba n! nie dzieli si¢ przez 2™.
Niech k£ > 2 bedzie liczba naturalna. Dowies¢, ze jedli iloczyn k kolejnych
liczb naturalnych dzieli sie przez 4%, to dokladnie jeden z czynnikéw dzieli
sig przez 281, (XI WLM)
Dane sa liczby caltkowite dodatnie k, m i n, dla ktorych NWD(km,n) = 1.
Udowodnié¢, ze istnieja takie liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, ze a* + b™ = ™.
W pewnym kraju jest n 4+ 1 miast, ponumerowanych liczbami od 0 do n.
Miasta o numerach a i b maja poltaczenie drogowe wtedy i tylko wtedy, gdy
a + b jest potega dwojki. Udowodnié, ze z kazdego miasta mozna dojecha¢ do
kazdego innego. (XIII WLM)
Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n poréwnaé liczby 2™ i (27)!.
W ciagu niemalejacym (aq, a9, as, . ..) wystepuja wylacznie liczby catkowite
dodatnie. Kazda liczba wystepuje w nim doktadnie tyle razy, ile wynosi
najwiekszy wyktadnik potegi dwojki dzielacej te liczbe. Poczatkowe wyrazy
wygladaja nastepujaco:

2,4,4,6,8,8,8,10,12,12,14, 16, 16, 16, 16, 18, 20, 20, . ..

Udowodnié, ze a,, > n dla wszystkich catkowitych dodatnich n. (XIII WLM)
Wyznaczyé wszystkie liczby catkowite dodatnie, ktoére mozna przedstawié
w postaci ¢ + ‘;T"’i dla pewnych catkowitych dodatnich a i b. (Matematyczny
Kalendarz Adwentowy 2021)

Rozwazmy wszystkie liczby nieparzyste, ktére w zapisie dwojkowym maja
doktadnie 120 jedynek. Udowodnié, ze wsrod nich jest nieskonczenie wiele
kwadratow liczb naturalnych. (MKA 2023)

Dana jest liczba naturalna n > 2. Niech r; oznacza reszte z dzielenia

przez n liczby 1+ 2 4+ ... + k. Wyznaczy¢ wszystkie liczby n, dla ktérych
(ri,7r9,...,mn—1) jest permutacja ciagu (1,2,...,n —1). (LX OM)
Wyznaczyé liczbe sposobéw zapisu liczby catkowitej dodatniej n w postaci
sumy poteg dwojki o wyktadnikach catkowitych nieujemnych, jesli kazdy

z wyktadnikow moze powtorzy¢ sie co najwyzej trzy razy. (LXVI OM)
Rozwazmy bardzo dlugi rzad wiaderek. W $rodkowym znajduje sie

n krowek, pozostale sa puste. Mozemy wykonywaé operacje dwoch

typow: albo z wiaderka liczacego co najmniej 3 krowki przenosimy jedna
krowke do wiaderka bezposrednio po prawej stronie i dwie krowki do
wiaderka bezposrednio po lewej, albo z wiaderka z co najmniej 2 krowkami
przenosimy jedna krowke do wiaderka bezposrednio po prawej stronie i jedna
zjadamy. Zal6zmy, ze po jakims czasie nie da sie juz wykonaé¢ zadnego ruchu.
Wykazaé, ze liczba pozostatych krowek réwna jest liczbie jedynek w zapisie
dwojkowym liczby n. (USA MTS 2019, zmodyfikowane)
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