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Nasza saga, jak niejedna w matematyce, rozpoczyna sie od stosunkowo
nietrudnego zadania.

Zadanie. Na scianach szescianu napisano liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, kazda na
doktadnie jednej Scianie. Nastepnie w kazdy wierzcholek wpisano sume liczb
znajdujacych sie na Scianach sasiadujacych z tym wierzchotkiem. Czy jest
mozliwe, ze w kazdym wierzchotku otrzymano taka sama sume?

Zadanie to ma co najmniej dwa istotnie rézne rozwiazania.

Sposéb 1 (globalny). Poniewaz kazda $ciana sasiaduje z czterema
wierzchotkami, wiec suma liczb wpisanych w wierzcholki danego szescianu jest
rowna 4-(1+2+ 34445+ 6) = 84. Nie jest ona podzielna przez 8 (a tyle jest
wierzchotkow), zatem nie jest mozliwe, by liczby w wierzchotkach byty rowne.

Sposéb 2 (lokalny). Przypatrzmy sie dowolnie wybranej krawedzi. Powiedzmy,
ze liczby na Scianach z nia sasiadujacych to z i y, a na $cianach, z ktorymi
dzieli ona tylko wierzcholek, to a i b (rys. 1). Najblizsze otoczenie tej krawedzi
symbolicznie przedstawia rysunek na marginesie. Sumy wpisane w wierzchotki
bedace jej koncami to « + y + a oraz = + y + b. Zeby wiec byly rowne, potrzeba
i wystarczy, aby a = b. To jest jednak niemozliwe, bo na $cianach szescianu
napisano parami rézne liczby.

Cala historia moglaby sie w tym miejscu zakoriczy¢, gdyby nie to, ze akurat

w tej chwili postanowita sie zaczaé. Po rozwigzaniu warto wszak podjaé
refleksje nad pewnymi uogoélnieniami obu metod, choéby na pozostate
wielosciany foremne. Dla wygody wprowadzimy tu nowe pojecie: dla wieloscianu
o S scianach pieknym numerowaniem tych Scian nazwiemy takie napisanie

na nich liczb 1,2,3,...,5, ze sumy liczb na $cianach sasiadujacych z kazdym
wierzchotkiem sa réwne.

Cwiczenie. Sciany ktorych wielocianow foremnych (rys. 2) mozna pieknie
ponumerowaé¢? W ktorych przypadkach mozna to pytanie rozstrzygnac
argumentem globalnym, a w ktorych lokalnym?

Polowanie czas zaczaé. Celne pytanie postawil jeden z uczniow, ktorzy
w czasie zajeé¢ rozwigzali podane zadanie sposobem globalnym; mianowicie:
czy gdyby otrzymana suma okazala sie podzielna przez liczbe wierzchotkow,
to $wiadczyloby to o wykonalnosci pieknego numerowania?

Formalnie odpowiedz jest oczywiscie negatywna: to, ze nie widzimy przeszkod,
nie §wiadczy jeszcze o nieistnieniu takich przeszkod. Przekonat sie o tym kazdy,
kto rozwiazywal choé¢by najprostsze zadania zwiazane z metoda niezmiennikdw.
Wprawny retor rzektby, ze brak dowodu nie dowodzi braku. Z punktu widzenia
dydaktyki warto jednak nie tylko sie powymadrzaé, ale tez zilustrowaé swoj
argument stosownym przykladem. (Dzigki temu mozna zreszty powymadrzaé
sie troche dtuzej). Poszukamy wiec takiego wieloscianu, ktérego Scian nie mozna
pieknie ponumerowaé, przy czym faktu tego nie mozna wykazaé¢ argumentem
globalnym. Chcieliby$Smy jednak, aby wynikal on z argumentu lokalnego — wszak
jakos musimy dowie$¢ niemozliwosci owego pieknego numerowania.

Problem. Czy istnieje wieloscian o S $cianach i W wierzcholkach speliajacy
ponizsze warunki?

i) Istnieje liczba n taka, ze kazda $ciana jest n-katem;

i) Win-(1+2+3+...4+5);
iii) w kazdym wierzchotku spotykaja sie dokltadnie 3 krawedzie.
Wieloscian taki nazwiemy wieloScianem uroczym.

Przyjrzyjmy sie jeszcze powyzszej definicji. Warunek i) gwarantuje, ze argument
globalny da sie sformutowaé¢ bez wiekszych zmian; warunek ii) — ze argument
ten zawodzi; wreszcie dzieki iii) skuteczny jest argument lokalny, w szczegolnosci
dany wieloscian istotnie nie dopuszcza pieknego numerowania $cian.
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Niestety przyktadu wieloscianu uroczego podczas tej lekcji nie znaleziono,
10 - 12 MAJA 2024 s mimo ze uczniowie, zacheceni obietnica szostek, czekoladek i usciskéw dloni,

. / wyprobowali szereg rozmaitych pomystéw. Stowem — konieczne okazato sie
wezwanie artylerii.

WMI UAM POZNAN

Rysopis poszukiwanego. Poszukiwania wielo$cianu zaczniemy od zdobycia
e »g LCZ 8 o nim dodatkowych informacji. Na przyktad, skoro kazda $ciana wieloscianu

uroczego jest n-katem (pierwszy warunek), a kazda krawedz przylega do dwoch
Scian, to nS = 2K (ponownie stosujemy zasade podwojnego zliczania), gdzie
K jest liczba jego krawedzi. Podobnie z warunku iii) mamy, ze 2K = 3W.

OGOLNOPOLSKA
KONFERENCJA
STUDENTOW

MATEMATYKI Powszechnie znany jest wzor na kolejne liczby trajkgtne:

1
14+2434...+5=25(S+1).
Koto Naukowe Matematykow UAM 2

serdecznie zaprasza na XI edycje . . o . . P 1
Odlnopolskie] Konforeneji Studentow Przeksztalcajac rownowaznie warunek ii), otrzymujemy kolejno: W' |n - 55(S + 1),

Matematyki 0¢icZe, ktora odbywac sic  2W [ nS(S + 1), 2W |3W (S + 1), 2|3(S + 1), 2| S + 1. Zatem S jest liczba
bedzie 10-12 maja 2024 r. na Wydziale : : P o . . L 1s

Matematyki i Informatyki Uniwersytetu nieparzysta. Wiemy za$, ze nS = 2K, wiec n musi by¢ liczba parzysta.
im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

W tym roku z dedykowang Sesja Podsumujmy nasze wnioski.
Informatyczna! Wiecej informacji
na stronie http://oblicze.edu.pl/} Stwierdzenie. Wieloscian o S Scianach n-katnych, K krawedziach

i W wierzcholkach jest uroczy wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujace warunki:

i") n jest liczba parzysta;
ii") S jest liczba nieparzysta,;
iii) w kazdym wierzchotku spotykaja sie doktadnie 3 krawedzie.

Ponadto zachodzi woéwczas rownosé nS = 2K = 3W.

Stwierdzenie to samo w sobie stanowi dramatyczne uproszczenie wczesniejszej
definicji wielo$cianu uroczego. Bezposrednie poszukiwania nadal jednak nie
przynosza skutku. Moze wiec uda sie w jakis sposéb wykluczy¢ istnienie
wielo$cianéw uroczych?

Wigcej o wzorze Bulera mozna przeczytaé¢  Detektyw Euler na pomoc. Sprobujemy zastosowaé stynny wzor Eulera.
np. w “Al

Twierdzenie (wzoér Eulera). Jezeli w dowolnym wypuktym wielo$cianie
oznaczymy przez S liczbe Scian, przez K — liczbe krawedzi, a W — liczbe
wierzchotkow, to spetniona jest zaleznosé S+ W = K + 2.

Jest to juz kolejna napotkana przez nas zaleznosé wiazaca S, K, W. Podstawiwszy
do niej spelnione w uroczym wieloscianie réwnosci K = %nS oraz W = %nS,
wnioskujemy, ze S + %nS = %nS + 2. Stad, po prostych przeksztatceniach,
otrzymujemy réwnosé S - (6 —n) = 12.

7Z otrzymanej rownosci wynika, ze S jest dzielnikiem liczby 12. Oczywiscie jako

liczba $cian pewnego wielo$cianu S > 4. Jedynymi mozliwymi wartosciami S sa
wiec 4, 6, 12 — same liczby parzyste. Nie moze by¢ zatem spelniony warunek ii’),
a w konsekwencji nie moze istnie¢ wypukly wieloscian uroczy.

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze zalezno$ci podobne do wzoru Eulera moga

Genus 0
by¢ bardzo uzyteczne. Musimy jednak przenies¢ poszukiwania na inne obszary.
Koto ratunkowe. Szczesliwie si¢ sktada, ze odpowiedniki wzoru Eulera istnieja
takze dla wielo$cianéw niewypuklych. Kluczowa charakterystyka wielo$cianu
jest jego genus, ktéry mozna rozumieé¢ — przynajmniej na poziomie intuicyjnym —
‘. jako liczbe dziur owego wieloscianu.
- Twierdzenie (og6lny wzor Eulera). Dia wieloscianu genusu g o S Scianach,
Genus 2 K krawedziach i W wierzchotkach zachodzi zwigzek S +W = K +2(1 — g).
i Podobnie jak ostatnio, dla uroczego wieloScianu genusu ¢ otrzymujemy stad
z%g% S(6—n) =12(1 — g).
i Na swoj sposob obiecujaco wyglada wiec przypadek g = 1, w ktorym prawa strona
I . 2 P 2 . 23 . 2
Goms 5 tej rownosci jest réwna 0, zatem musi zachodzi¢ n = 6, za to S moze by¢ dowolna,
enus

liczba. Ta swoboda daje nadzieje na owocne poszukiwania.
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Wielosciany Szilassiego

Przedstawiony rysunek prawdopodobnie
nie jest przekonujacym dowodem istnienia
wieloscianu Szilassiego. Autor zacheca do
wykonania modelu — gotowe siatki sa
dostepne w Internecie. Warto tez zajrzec
do wspomnianej pracy, w ktorej
przedstawione sa szczegdlowe obliczenia.

Teraz, po zawezeniu obszaru poszukiwan do wieloScianéw ,z jedna dziura’

i o szesciokatnych Scianach, mozemy poprosi¢ o pomoc wyszukiwarke
internetowa. Istotnie, z jej pomoca udato sie znalezé nie jeden, ale dwa urocze
wielosciany! Oba zostaly odkryte przez Lajosa Szilassiego i opisane w pracy

7 1986 r.

Pierwszy wieloscian ma znacznie prostsza strukture — to zwykly szescian

z chytrze wydrazona dziura. Jednak to ten drugi zostal zapamietany jako
wielo$cian Szilassiego. Ma on szereg innych interesujacych wlasnosci. Na
przyktad kazda jego $ciana sasiaduje z kazda z pozostatych, co jest najgorsza
mozliwa sytuacja dla pieknego numerowania Scian. Wsréd wieloscianow jest to
zjawisko niesamowicie rzadkie.

Szereg dalszych i pobocznych rozwazan zawarty jest w zamieszczonych ponizej
zadaniach i ich rozwigzaniach na stronie deltami.edu.pl.

Zadania 4. Wykaz, ze kazdy wieloScian wypukly ma Sciane, ktora
1. Rozwiaz zadanie o pieknym numerowaniu Scian jest wielokatem o co najwyzej pieciu bokach.

szeScianu sposobem innym niz dwa przedstawione na 5. Znajdz wieloscian, ktéry ma doktadnie 16 $cian,
poczatku artykutu. Dla jakich innych wielo$cianéw 32 krawedzie i 16 wierzchotkow.

mozna go zastosowacé? 6. Wykaz, ze nie istnieje uroczy wieloscian genusu 2

2. Jak zmodyfikowaé tresé¢ zadania o pieknym ani 3.

numerowaniu $cian szescianu (inaczej niz zmieniajac 7. Wykaz, ze nie istnieje uroczy wieloscian genusu 2% + 1,
wieloscian), tak aby nadal mozna je bylo rozwiazaé gdzie k jest dowolna liczba naturalna.

sposobem lokalnym, ale nie globalnym? 8. Ile $cian moze mieé¢ uroczy wielo$cian genusu 47

3. Wykaz, ze nie jest mozliwe pickne ponumerowanie 9. Wykaz, ze kazdy wieloscian uroczy ma co najmniej
$cian: a. zadnego graniastostupa; b. zadnego ostrostupa. 7 $cian.

i Zadania

Przygotowat Dominik BUREK

M 1777. Dana jest nieparzysta funkcja rosnaca f. Udowodnié¢, ze dla dowolnych
liczb a, b, ¢ o sumie zerowej zachodzi nieré6wnosé

fla)f(b) + f(b)f(c) + f(e)f(a) < O.

Rozwiazanie na str. [I0]

M 1778. Dane sa liczby caltkowite 0 < a < b < ¢ < d. Udowodnié¢, ze
NWD(a! + 1,6l + 1Ll + 1,dl + 1) < d“5".
Rozwiazanie na str. [J]

M 1779. Dany jest wielokat, ktorego kazde dwa sasiednie boki sa prostopadte.
Dwa z jego wierzcholkow nazywamy wrogimi, jesli dwusieczne katow wielokata
wychodzace z tych wierzchotkéw sa prostopadle. Wykazaé, ze dla dowolnego
wierzchotka liczba wrogich mu wierzchotkéw jest parzysta.

Rozwiazanie na str.

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 1093. Komin ma wysoko$é H = 50 m. Temperatura gazu w kominie

Tx = 350 K, a temperatura powietrza na zwenatrz Ty = 270 K. Oszacuj predkosé,
z jaka cieply gaz wydostaje sie z komina. Przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s%.
Dla uproszczenia przyjmujemy, ze na zewnatrz i wewnatrz komina mamy
powietrze (ten sam gaz).

Wskazowka: Spowodowane grawitacja zmiany gestosci powietrza do wysokosci
50 m mozna pomina¢.

Rozwiazanie na str.

F 1094. Zabytkowy zegar szafkowy ma wahadlo wykonane z mosiadzu.

Chod zegara zostal dokladnie wyregulowany w temperaturze t; = 25°C. Zima
w pomieszczeniu, w ktorym stoi zegar, panuje temperatura to = 18°C. Czy zima
zegar spieszy sie, czy podzni? Po jakim czasie odstepstwo wskazan od dokladnego
czasu przekroczy 1 minute? Wspolezynnik rozszerzalnosci termicznej mosiadzu
B=19-10"6 K!.

Rozwigzanie na str.

3


https://deltami.edu.pl

