Klub 44 M
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Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2024

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan

865 (WT = 1,27) i 866 (WT = 2,68)
z numeru 9/2023

Radostaw Kujawa
Pawel Najman
Marek Spychatla
Adam Woryna
Janusz Fiett
Jerzy Cisto

Piotr Kumor
Janusz Olszewski
Pawel Kubit
Piotr Wisniewski

kel

Rozwigzanie zadania M 1779.
Polézmy wielokat tak, aby wszystkie jego
boki byly poziome lub pionowe.
Wierzchotki wielokata mozna podzieli¢ na

‘Wroctaw
Krakow
Warszawa
Ruda SI.
Warszawa
‘Wroctaw
Olsztyn
Warszawa
Krakow
Warszawa

43,57
43,16
41,47
40,91
40,89
38,97
37,94
37,56
36,11
33,64

4 typy: 7, 7, L, 3. Oznaczmy liczbe

wierzchotkéow kazdego z typoéw przez Si,

Sa, S3, Sa.

Bez utraty ogoélnosci rozwazmy

wierzcholek A typu 2. Wtedy wierzcholki,

ktore sa z nim wrogie, sa typu 1 lub 4,
zatem ich liczba to S1 4+ S4. Rozwazmy

dowolny poziomy bok. Jego lewy koniec
moze by¢ typu 1 lub 3, natomiast prawy

typu 2 lub 4. Kazdy wierzchotek jest
koncem doktadnie jednego poziomego
boku. Poniewaz liczba lewych koncow
bokoéw poziomych jest rowna liczbie
wszystkich prawych koncéw bokow

poziomych, otrzymujemy réwnosé
S1 + S3 = S + S4. Podobne rozumowanie

z bokami pionowymi daje réwnosé

S1+ Sz = S3 + S4. Laczac obydwie

réownosci, dostajemy, ze 257 = 254, czyli

S1+ S4 = 2854 jest liczba parzysta.

872. Oznaczmy W;(1) = ¢;. Wezmy dowolng

Zadania z matematyki nr 879, 880
Redaguje Marcin E. KUCZMA

879. Funkcje f i g, o wartosciach rzeczywistych, sa okreslone na przedziale [a, b];
funkcja g jest rosnaca; f(a) > 0> f(b). Wiadomo ponadto, ze roznica f — g jest
funkcja ciagta. Udowodnié, ze w pewnym punkeie przedziatu (a,b) funkcja f
przyjmuje wartosc 0.

880. Rozstrzygnaé, czy zbidr wszystkich dodatnich liczb wymiernych Q. daje
sie przedstawi¢ w postaci sumy dwoch zbioréw roztacznych A, B tak, by miaty
miejsce nastepujace implikacje (dla z,y € Q4 ):

ejeslizy=1,tox € A, yc Alubz € B, y € B,

ejesli|[x—y|l=1,tox e A, ye Blubz € B, y € A.

Zadanie 880 zaproponowat pan Pawet Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2023

Przypominamy tres¢ zadan:

871. Dana jest liczba catkowita parzysta n > 0.

(a) Dowies¢, ze w przedziale [n+1, 2n+1] zawiera si¢ n-elementowy zbiér liczb catkowitych M taki,
ze zaden jego element nie jest dzielnikiem sumy wszystkich liczb zbioru M.

(b) Wyjaséni¢, czy zawsze istnieja (w tym przedziale) co najmniej dwa rézne zbiory n-elementowe
o powyzszych wtlasnosciach.

872. Wielomiany Wi, ..., W,, (jednej zmiennej), stopni dodatnich, majg dodatnie wspotczynniki
calkowite. Wykazac¢, ze dla nieskoriczenie wielu liczb catkowitych n > 0 wartosci Wi (n), ..., W,,(n) sa
jednoczesnie liczbami ztozonymi.

871. Niech M* = {n+1,n+2,...,2n+1} i niech S bedzie suma elementow
zbioru M*. Niech My, = M*\ {k} (dla k € M*). Bedziemy mowili, ze liczba

k € M* jest ciekawa, gdy suma elementow zbioru My, (czyli liczba S — k) nie
dzieli sie przez zaden z nich.

(a) Nalezy wykazaé, ze co najmniej jedna liczba k € M* jest ciekawa.
Przyjmijmy dalsze oznaczenie:
Ny={ie M*: i|S—k}.
Odnotujmy proste wlasnosci:
W1. Jedli Ny =0, to liczba k jest ciekawa.
W2. Jesli k|S, to k € Ny, (wiec Ny # ().
W3. Jedli k|S oraz |Ni| =1, to liczba k jest ciekawa.
W4. Zbiory Ny sa parami rozlaczne.
Wrtasnosci W1, W2, W3 sa oczywiste. Dowod W4: gdyby 1o € Ny N N; (k> 1),
to iglk — [; a to niemozliwe, bo ig > n+ 1, zas k — 1 < (2n+1) — (n+1) = n.
7 wtasnosci W4 wynika, ze
(%) >IN < M
keM~*
Suma (%) ma n + 1 sktadnikow. Jezeli ktorys z nich jest zerem, to jest to juz
teza (a) (wlasnosé W1). Jezeli nie, to wszystkie sg rowne 1. Prosty rachunek
pokazuje, ze S = cd, gdzie c=n+1,d = %n +1 (¢,d € M*); wiec i teraz
dostajemy teze (a), bo (dzieki W3) liczba ¢ jest ciekawa (d zreszta tez).

=n+1.

(b) Tu tez odpowiedz jest twierdzaca: wykazemy, ze w zbiorze M* sa co
najmniej dwie liczby ciekawe. Jesli wsrod skladnikoéw sumy () sa co najmniej
dwa zera, to gotowe (W1). Jesli wszystkie sa dodatnie, to sa jedynkami i znow
(wobec W3) liczby ¢ i d sa obie ciekawe.

Pozostaje przypadek, gdy wérod sktadnikow sumy (x) jest dokladnie

jedno zero; niech np. |N.| = 0: liczba e jest wigc ciekawa (W1); e # ¢, d, bo

N¢, Ng # 0 (W2). Pozostale sktadniki sumy (*) to albo same jedynki, albo
dwdjka i poza nig jedynki. Co najmniej jedna z liczb ¢, d musi by¢ wérod jedynek
— jest wiec ciekawa (W3); dowod zakoniczony.

duzych n wartos¢ W;(n) przekracza c;; jest wiec liczbg

liczbe n postaci n = key ...cp + 1 (k € N). Ustalmy zlozona. Tak jest dla kazdego numeru j, skad wniosek,
j€{1,...,m}. Roznica W;(n) — W;(1) dzieli si¢ przez ze dla dostatecznie duzych n (rozwazanej postaci)

n — 1, wiec i przez ¢;. Skoro ¢; = Wj(1), znaczy to, ze wszystkie wartosci Wi(n), ..., Wy, (n) sa liczbami
W;(n) dzieli sie przez c;. Przy tym dla dostatecznie ztozonymi.
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Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2024
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Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
762 (WT = 3,01), 763 (WT = 2,46)

z numeru 9/2023

Tomasz Rudny Poznan
Marian Lupiezowiec Gliwice
Tomasz Wietecha Tarnow
Jacek Konieczny Poznan
Konrad Kapcia Poznan
Ryszard WozZniak Krakow
Ryszard Baniewicz ~ Wloclawek

Pawel Perkowski
Andrzej Nowogrodzki Chocianow
Pawel Kubit Krakow
Jan Zambrzycki Biatystok

1-32,41

Ozaréow Maz. 5-24,61

3-22,20
15,73
4-13,69

W rozwiagzaniu zadania 762 w numerze
styczniowym prawa strona réwnania
wyrazajacego zasade zachowania energii

powinna mieé postaé: 3, /pft c2/9 + m2ct.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konica miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan
z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektronicznag pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez

Zadania z fizyki nr 776, 777
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

776. Na poziomej powierzchni stoi jednorodna, cienka obrecz o masie M

i promieniu R. Pozioma $rednice obreczy stanowi lekka, gltadka rurka, wewnatrz
ktorej umieszczono kulke o masie m przylegajaca do rurki i potaczong z obrecza
dwiema sprezynami o wspotczynnikach sprezystosci k (rys. 1). Przytrzymujac
obrecz, kulke odchylono w lewo o z, po czym uktad pozostawiono samemu sobie.
Znalez¢ przyspieszenie srodka obreczy w chwili poczatkowej, zaktadajac brak
poslizgu obreczy.

777. Trzy jednakowe kondensatory o pojemnosciach C' polaczono szeregowo,
podlaczono do zrédla o sile elektromotorycznej € i po naladowaniu odltaczono od
baterii. Nastepnie do uktadu podtaczono jednoczesnie dwa oporniki o oporach R
(rys. 2). Jaka ilos¢ ciepla wydzieli sie na kazdym oporniku? Jakie natezenia
maja prady plynace przez oporniki w chwili, gdy napiecie na srodkowym
kondensatorze jest 10 razy mniejsze od sily elektromotorycznej baterii?

Rozwiazania zadain z numeru 12/2023
Przypominamy tres¢ zadan:

768. Otwarta z dwoch stron rurka w ksztalcie litery U porusza si¢ z predkoscia v réwnolegle do
powierzchni cieczy (rys. 3). Przekroj zanurzonej w cieczy dolnej czesci rurki wynosi S1, a gornej,
znajdujacej sie¢ nad ciecza, jest rowny Sa. Jaka sila zewnetrzna dziata na rurke w kierunku
poziomym? Tarcie i powstawanie fal nalezy zaniedbaé¢. Gestos$é cieczy wynosi p.

769. W ukladzie przedstawionym na rysunku 4 na poczatku wszystkie klucze sa otwarte,

a kondensatory o pojemnosciach C; i C2 nienatladowane. Klucze K, i K3 zostaly zamknigte i po
ustaleniu réwnowagi otwarte, po czym zamkniety zostal klucz K. Znalezé napiecie koricowe na
kondensatorze C;. Sita elektromotoryczna baterii wynosi £.

768. W inercjalnym uktadzie odniesienia zwiazanym z rurka, ciecz w dolnej
czesci rurki porusza sie z predkoscia v. W czasie At do rurki wptywa porcja
cieczy o masie m = pS1vAt i pedzie p; = mv = pS1v2At. W tym samym czasie
porcja o takiej samej masie wycieka z gornej czesei rurki z predkoscia u = vS1/Ss,
a jej ped pa = pSeulAt = pv2512At/Sg. Wektor zmiany pedu cieczy w rurce

w czasie At ma warto$é Ap = mv — (—mu) = pSy (1 + S1/S2) v2At i skierowany
jest w prawo. Ciecz dziala na rurke w lewo, a szukana sila zewnetrzna dzialajaca
na rurke nie zalezy od wyboru inercjalnego ukladu odniesienia, skierowana jest
w prawo i ma wartosé

F = Ap/At = pSl (1 + Sl/SQ) 1)2.
769. Po zamknieciu kluczy K; i K3 kondensatory sa polaczone réwnolegle
z bateria, a fadunki na nich to @1 = Ce 1 Q2 = Cae. Sytuacje przed zamknieciem

klucza K, przedstawia rysunek 5. Po zamknieciu klucza Ky do prawej
oktadki kondensatora Cy doptywa tadunek ¢, z lewej okladki kondensatora C

; odptywa taki sam tadunek. Caltkowity tadunek na wewnetrznych oktadkach

pozostaje niezmieniony (rys. 6). Z drugiego prawa Kirchhoffa mamy:

0= (Q2—q)/Cs — (Q1+q)/C, stad ¢ = C1Ca¢e/(Cy + Cs). Napiecie koncowe

na kondensatorze C'; wynosi:
U= (Q1+q)/C1=e(C1+2C)/(CL+ Cy).

Q1 Q2 q+Q1 q—Q2
C Cs
K>
&

= [+ —| [+
Cl CQ

/|
Rys. 5 Rys. 6 el

wspo6lezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe

o0s6b, ktore nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktow
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie 1 w ktorejkolwiek z dwoch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegolowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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