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Geometryczna charakteryzacja funkcji
wypuklych jest prosta: zbiér nad ich
wykresem jest wypuktly. Zbiér natomiast
nazywamy wypuklym, jesli wraz z kazda
para swoich punktéw p, ¢ zawiera caly
odcinek laczacy [p, q].

Rys. 1. Punkt g jest najblizej p sposréd
wszystkich punktéw zbioru K

Symbolem |[[(z1,z2)|| oznaczamy wielko$¢

\/®2 + 22, dzieki czemu ||p — q|| jest

dtugoscia odcinka taczacego p i gq.

Aby uniknaé rozwazan filozoficznych nad
zbiorami pustymi, zaktadamy takze, ze
zbioér K i jego dopelnienie sg niepuste.

Definicja. Zbiér K punktéw na
plaszczyznie nazywamy zbiorem
domknietym, jezeli posiada on
nastepujaca wlasnoéé: dla dowolnego
punktu p z dopelnienia K istnieje
promien r > 0 oraz koto B, (p) (bez
okregu na brzegu) w calodci zawarte
w tym dopelnieniu.

Zbieznoé¢ q; — G oznacza, ze obie
wspélrzedne, traktowane jako ciagi
liczbowe, sg zbiezne.

[_‘171]2

Rys. 2. Poziomice funkcji dg

w przypadku, gdy K jest kolem
jednostkowym B1((0,0)) i kwadratem
1,1)°

Twierdzenie Motzkina Stawomir DINEW*

Jedna z najwigkszych réznic pomiedzy matematykami wspélczesnymi a tymi
sprzed stuleci jest waska specjalizacja tych pierwszych. Z biografii gigantow,
takich jak Euler, Gauss czy Riemann, jasno wylania si¢ obraz matematykdw
wszechstronnych, zajmujacych sie wszystkimi dziedzinami éwczesnej krélowej
nauk. Ich nastepcy, oczywiscie z pewnymi chwalebnymi (lecz jakze rzadkimi)
wyjatkami, sa tak wasko wyspecjalizowani, ze czesto nie potrafig zrozumieé
wynikéw swoich kolegéw z innych dziedzin.

Czeséciowo z tego powodu w matematyce wspdlczesnej bardzo poczesne

miejsce zajmuja teorie, w ktérych wykorzystuje sie narzedzia z réznych
dziedzin. Przyktadem znanym ze szkoly sa funkcje wypukle, ktore mozna
scharakteryzowaé¢ geometrycznie, ale takze, zakladajac odpowiednia regularnosé,
w sposéb czysto analityczny — druga pochodna takiej funkcji musi by¢ wszedzie
nieujemna.

W tekécie tym przedstawione zostanie twierdzenie dotyczace tak zwanej

funkcji odleglo$ci, ktére takze wiaze wypuklo$é z pewnymi faktami z analizy
matematycznej. Tym razem jednak gléwnym aktorem bedzie pierwsza pochodna
zamiast drugiej. Oto i glowne danie w menu:

Twierdzenie (Motzkina). Niech K bedzie domknictym podzbiorem plaszczyzny,
a dg funkcjg mierzqeq odlegtos$é od zbioru K :

dig(p) =min{|lp—q|| | ¢ € K} (z0b. rys. 1).
Wowczas zbior K jest wypukly wtedy ¢ tylko wtedy, gdy funkcja odleglo$ci dg jest
rézniczkowalna na dopetnieniu K, czyli na zbiorze R? \ K.

Jest to dos¢ niezwykly fakt wiazacy geometrie K z regularnoscia dgx. Oto6z

na oko wydawaé sie moze, ze za regularno$¢ funkcji dx powinna odpowiadaé
gladkos¢ brzegu K, a nie geometryczny ksztatt. Zanim jednak zaglebimy sie
w meandry tegoz twierdzenia, starannie wyjaénijmy wszystkie pojecia, aby nie
bylo nieporozumien. Polecam réwniez lekture artykulu Michala Miskiewicza

z A3, pt. Babo, babo, udaj sie.

Na poczatek przypomnijmy, czym jest domknigto$é: intuicyjnie zbiory
domkniete to te, ktére zawieraja swdj brzeg (pelna definicja widnieje obok).
Do czego przyda nam si¢ to pojecie? Zobaczymy za chwile.

Wytrawny Czytelnik spostrzeze w definicji funkcji dx pewna subtelnosé: czemu
niby wartos¢ minimum musialaby istnie¢, skoro bierzemy ja po zbiorze, ktéry
wcale skoficzony by¢ nie musi? Ot6z wladnie tu interweniuje (po raz pierwszy)
domknietoé¢ — jezeli wezmiemy cigg punktow g; z K, ktére prawie realizuja
minimum i sg coraz blizej tego celu, to okaze si¢, ze pewien podciagg punktéw g;
bedzie zbiezny do jakiegos punktu § € K. Okazuje sie, ze ¢ bedzie realizowaé
minimum! Szczegdly tego rozumowania pozostawiamy Ambitnym Czytelnikom
jako ciekawe éwiczenie.

Funkcj¢ odlegtodci definiuje si¢ w miare prosto, niestety gorzej jest z jej jawnym
wyliczeniem. Na przyklad dla kola domknietego B,.((0,0)) da si¢ to zrobié
stosunkowo tatwo i wzér wyglada nastepujaco:

) = {o dla p € B,((0,0));

d—
llp|l = w przeciwnym przypadku.

B((0,0))
Ambitnemu Czytelnikowi pozostawiamy wyliczenie dg dla ciekawszych
geometrycznych obiektéw, choéby kwadratu [—1,1]?, ktéry wymaga juz
rozpatrzenia wigkszej liczby przypadkéw (rys. 2).

Musimy takze przypomnie¢ pojecie rézniczkowalnodci dla funkeji wielu
zmiennych. Niestety, znany Czytelnikowi wzor
, _flp+h) - f(p)
fi(p) = lim N
nie da sie zastosowaé, gdyz w przypadku wielu zmiennych parametr h bylby
wektorem, zas przez wektory dzieli¢ nie wolno! Zmodyfikujmy wiec nieco
definicje:
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Na plaszczyznie problem dzielenia przez
wektory mozna rozwiazaé, traktujac
punkty jako liczby zespolone. W ten
spos6b uzyskalibysmy definicje czego$, co
w matematyce nazywamy
C-rézniczkowalnosciag. Ale to, jak mawiala
Szeherezada, jest juz temat na inne
opowiadanie.

Rozréznienie punktéw rézniczkowalnosci
i nierézniczkowalnoéci d§r((0,0)) i d[—1,1]2
staje si¢ jasne po spojrzeniu na

rysunek 2.

q1 q2
K

Rys. 3. Jedli punkty g1, g2 sa w tej samej
odlegtosci od p, to kazdy inny punkt
odcinka [q1, g2] jest blizej. Gdy K jest
wypukly, to zgodnie z definicja zawiera
caly ten odcinek

Kolejne ciekawe zadanie dla Czytelnika —
dlaczego w rodzinie F istnieje kolo

o najwigkszym promieniu? Czy gdyby
warunek B,((0,0)) C By ((x,y)) zastapié
prostszym warunkiem (0,0) € B, ((z,v)),
to co$ by si¢ zmienilto?

Znéw pojawia si¢ odwieczne pytanie:

dlaczego przesunigcie By (w) jest
rozlgczne z K? Istotna tu jest
samotno$é y oraz (ktéry to juz raz!)
domknigtosé K.

P

Rys. 4. Sposréd két zawierajacych
B,((0,0)) i roztgcznych z K to najwieksze
musi dotyka¢ K w co najmniej dwéch
punktach, inaczej datoby si¢ znalezé
wieksze

Definicja. Funkcje f: R? — R nazywamy rézniczkowalna w punkcie p = (p1, p2),
jezeli istnieja state aq, as takie, ze
lim |f((p1 + ha,p2 + h2)) — f((p1,p2)) — a1h1 — ashs|

=0.
B3 +h3—0 2]

Funkcje nazywamy rézniczkowalng na zbiorze U, jezeli jest ona rézniczkowalna
w kazdym punkcie zbioru U. Stale a1, as (oczywiscie zalezne od punktu p!)

nazywamy pochodnymi czastkowymi f w p i piszemy a; = %(P% ag = (%J;(p).

Czy jest jakas intuicja stojaca za ta, troche zagmatwanag, definicja? Czytelnik
zechce zauwazyé, ze plaszezyzna xsz = f((p1,p2)) + a1(x1 — p1) + az(z2 — p2)

w R3 bedzie wtedy spelniaé¢ role stycznej do wykresu f w punkcie (py,p2). Tak
wiec rézniczkowalno$é w danym punkcie jest rownowazna istnieniu plaszczyzny
stycznej do wykresu.

Staranne wyliczenie dla dﬁr ((0,0)) pozwala stwierdzié, ze na okregu

{2? + y? = r?} funkcja d§7~((0,0)) nie jest rézniczkowalna, natomiast jest
rézniczkowalna w dopelnieniu. Jezeli Czytelnik uporal sie z wyznaczeniem
di_1,1)2, to zechce zauwazy¢, ze brak gladkosci na brzegu [—1, 1]2 nie wpltywa,
wbrew intuicji, na rézniczkowalno$¢ dj_ ;> w dopelnieniu!

Jestedmy juz gotowi do wyjasnienia sobie, dlaczego geometria i analiza wiaza
sie w twierdzeniu Motzkina. Jak to w matematyce czesto bywa, powiazanie
dwéch pozornie nieskorelowanych faktéw najczesciej odbywa sie poprzez
przeformulowanie ich w nieco innym jezyku. Zacznijmy od strony geometrycznej:

Lemat. Zbior K na plaszczyznie jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego punktu p z dopelnienia istnieje dokladnie jeden punkt g € K najblizszy
punktowi p.

Jedna czesé lematu jest trywialna: jezeli ¢1 # g2 sg dwoma punktami z K
(jednoczesnie) najblizszymi do pewnego punktu p, to odcinek [q1, g2] mialby
klopoty z wcisnieciem sie do (wypuklego!) zbioru K (rys. 3).

W druga strone jest ciekawiej. Przypu$émy, ze K nie jest wypukly, i wezmy dwa
punkty ¢1,¢2 € K, dla ktérych odcinek [g1, ¢2] nie jest zawarty w K. Przeciecie
odcinka [q1, g2] z K moze by¢ skomplikowane, niemniej dzieki domknietosci K
znajdziemy mniejszy odcinek [l1,ls] zawarty w [q1, ¢a], ktorego korice leza w K,
ale wnetrze jest juz roztaczne z K.

— To wtedy Srodek odcinka (I1,12) da nam punkt p o dwdch najblizszych punktach
do K!— moze wykrzyknaé Czytelnik. Niestety nie jest to do konica poprawne, bo
punkt p moze mieé najblizszego towarzysza z K gdzies jeszcze blizej. . .

Bez straty ogdlnosci uméwmy sie, ze tak wybrany punkt p jest poczatkiem
uktadu wspdlrzednych. Jako ze nalezy on do dopelnienia (domknigtego)
zbioru K, to pewna kula B,((0,0)) o $rodku w p = (0,0) jest rozlaczna z K.
Rozpatrzmy teraz rodzine kot

F=1{B:((z,9)) | B,((0,0)) € B((x,9)), Br((z,y)) N K =0},

czyli rodzing kot zawierajacych B,((0,0)), ale nadal rozlacznych z K. Wiemy
juz, ze jest ona niepusta. Wybierzmy teraz z rodziny F kolo o najwiekszym
promieniu — nazwijmy je By, (w) (rys. 4). Oczywiscie na okregu brzegowym
kota B,,(w) musi by¢ pewien punkt y € K. Wykazemy, ze nie jest on jedyny.
Przypusémy wiec przeciwnie i przesutimy koto B, (w) o € > 0 w kierunku ¥
Jezeli € dobierzemy wystarczajaco mate, to przesunigte koto bedzie roztaczne

z K. Jedli ponadto nadal zawiera B,((0,0)), to wystarczy je teraz nadmuchaé
(delikatnie — bez obawy, ze peknie, moze jednak dotknaé¢ K...), i dostaniemy
sprzecznos¢ z maksymalnoscig rg. W ogélnym przypadku to dodatkowe
zalozenie moze nie by¢ spelnione, bo kolo B,((0,0)) moze dotykaé brzegu B, (w)
w jakims$ punkcie z — wowczas wystarczy nieznacznie poprawié¢ procedure

i kierunek przesuwania zmienié z w na y? O

Powyzszy dowdd jest nieco zagmatwany — mozna go znalezé na przykltad

w ksiazce Hormandera [H, Th. 2.1.30]. By¢ moze Czytelnik znajdzie prostszy?
W kazdym razie mamy juz opis geometryczny za pomoca odleglosci — pozostaje
analiza. Ponizszy lemat zakonczy dowdd twierdzenia Motzkina:
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Rozwigzanie zadania M 1775.
Przesunmy réwnolegle trojkat LM C

o wektor ﬁ = M N, otrzymujac
tréjkat KNE. Poniewaz CL 1 AK,

to EK 1 AK. Podobnie EN 1 AN.
Zauwazmy, ze srodek R odcinka AFE jest
$rodkiem okregu opisanego na
czworokacie AKEN, zatem R lezy na
symetralnej odcinka K N.

Niech S bedzie $rodkiem przekatnej AC.
Wtedy RS || EC || KL, co oznacza, ze
RS L KN, a zatem S réowniez lezy na
symetralnej odcinka KN — co oczywiscie
implikuje teze.

D

‘W dowodzie korzystamy z tozsamosci

lla +0l> = llal|® + [Ib]I* + 2(a, b), ktéra
sprowadza si¢ do znanego ze szkoly wzoru
(a + b)2 = a® + b2 + 2ab. Obok stosujemy
jadlaa=p—qib=h,aw dalszej czegsci
dlaa=p—qnib=h.
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Lemat. Niech K bedzie domknietym podzbiorem ptaszczyzny. Funkcja dg jest
rézniczkowalna w punkcie p € R? \ K wtedy i tylko wtedy, gdy najblizszy do p
punkt zbioru K jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowéd przeprowadzimy dla d3 (czyli kwadratu odleglosci od K) zamiast
dla dg, gdyz bez kwadratu musieliby$my sie¢ uporaé z rézniczkowaniem
pierwiastkow, co nie jest zbyt przyjemne. Na szczescie, dla funkcji dodatnich
(a taka jest dx na R?\ K) rézniczkowalnoéé funkcji jest réwnowazna
rozniczkowalnosci jej kwadratu.

Takze i tym razem mamy do wykazania dwie implikacje, przy czym jedna z nich
jest bardzo latwa. Przypusémy, ze dyi jest funkcja rézniczkowalng w punkcie p
i niech ¢ bedzie najblizszym do p punktem z K. Chcemy wykazaé, ze ¢ jest
wyznaczony jednoznacznie. Do tego celu skonstruujmy funkcje

flw) = |lw = q|” = di (w) = (w1 — q1)* + (w2 — g2)* — d (w).
Jest to funkcja nieujemna (dlaczego?), a dodatkowo zeruje sie ona w p, czyli ma
w p minimum lokalne. Dla rézniczkowalnych funkcji jednej zmiennej oznacza to
zerowanie sie pochodnej. A jak jest w przypadku dwdch (lub wielu) zmiennych?
Przypomnijmy interpretacje za pomoca plaszczyzny stycznej — w punkcie
minimum ptaszczyzna ta musi byé pozioma, co w jezyku analizy oznacza, ze

pochodne czastkowe sg zerowe: g—i(p) =0, g—gfz(p) = 0. Bezposérednim rachunkiem
sprawdzamy, ze te rownosci mozna zapisa¢ nastepujaco:
od> od3,

2 — 1) = = 2(p);  2(p2— ) = = (p).
(P1—aq1) D () (P2 — g2) D (p)
Te wzory jednoznacznie wyznaczaja punkt ¢ = (q1, ¢2).

I tym razem w druga strone jest ciekawiej. Przyda nam sie takze troche notacji:
przez (p, q) oznaczmy iloczyn skalarny p = (p1,p2) oraz ¢ = (q1, ¢2) (traktowanych
jako wektory na plaszczyznie), czyli p1q1 + paqe; zauwazmy, ze ||p||?> = (p,p).
Bedziemy pisaé, ze jakie$ wyrazenie [(h) jest o(h) (czytamy: o male od h) jezeli
. I(h
hmh%_i_hg_m ﬁ =0.
Niech wiec dla ustalonego p € R? \ K punkt ¢ bedzie jedynym najblizszym z K.
Dowéd pierwszej implikacji méwi nam, ze jedli funkcja d2% jest rézniczkowalna
w p, to jej pochodnymi czastkowymi sa 2(p; — ¢1) 1 2(p2 — ¢2). Pozostaje nam
wiec podstawié¢ te wartosci do definicji i sprawdzi¢ zbieznoéé odpowiedniego
ilorazu. Przy uzyciu naszej notacji zbieznos¢ ta wyraza sie nastepujaco:
wyrazenic dj (p + h) — d3 (p) — 2(p — ¢, ) jest o(h).
Do dzieta! Funkcja dg jest ciagla, a wiec jezeli wektor h jest wystarczajaco
krétki, to punkt p + h po pierwsze bedzie w R? \ K, a po drugie bedzie istnial
(niekoniecznie jedyny!) punkt ¢, € K najblizszy do p + h, przy czym ¢, musi
zbiegaé do ¢, gdy h? + h3 — 0 (wyjasnienie tych szczegdétéw pozostawiamy
Czytelnikowi jako ¢wiczenie). Dopelniajac do kwadratu, otrzymujemy:
Belp+ 1) = Belp) 20— 4. h) = [p+ b= aull> ~ o — alP — 200 — g b) =
=8 +llp+ h = aul* = Ip+ h — q]]> < o(h),
~—~

o(h) <0

co jest polowa naszej tezy. Powyzej ||h||? jest ,ksiazkowym” przykladem wyrazu o(h),
natomiast nieréwnosé |[p 4+ h — q||* > [[p + h — qx||* wynika z okreslenia punktu gj.
Z podobnych wzgledéw prawdziwa jest nieréwnoéé ||p — qx||> = ||p — q||?, ktéra
przyda sie, jesli skorzystamy z tej samej tozsamosci, ale inaczej:
() = 1212+ p = anll” = Ip — all + 2(h, ¢ — an) = o(h).

~—~—

o(h) >0 o(h)
Tym razem pojawil sie¢ dodatkowy wyraz, ograniczony w module przez
2|2 - lg — qrll, & wigc réwniez postaci o(h). Okazuje si¢ w ten sposéb, ze
d? (p+ h) — d3%(p) — 2(p — q, h) jest szacowane z obu stron przez o(h), czyli samo
jest wrecz postaci o(h). To koticzy dow6d rézniczkowalnodei d3, w p.

Zamiast zakonczenia. W dowodzie Twierdzenia Motzkina bylo wiele zwrotow
akcji, rozumowan nie wprost czy tez trickowych obserwacji. Wspotczesna
matematyka pelna jest podobnych rozumowan i dlatego tez jest niezwykle
ciekawa.
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