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Rys. 2. Rozklady konfiguracji C(z,y) dla réznej liczby atoméw w putapce (N = 3,6, 10, 15). Kolor
czerwony na rysunkach oznacza najwigksza warto$é¢ prawdopodobienstwa zaobserwowania atomu.
Czarnymi punktami zaznaczono przewidywane potozenia atoméw (wyniki metody Monte Carlo,
ktoéra zostala opisana w tekscie)

wykazuja jednak pewne uporzadkowania — dokladnie tak, jak w strukturach
krystalicznych.

W ostatnim czasie grupie badaczy z Heidelbergu udalo si¢ eksperymentalnie
potwierdzié istnienie przedstawionych powyzej struktur [5]. Wykorzystano do
tego celu ultrazimny i rozrzedzony gaz atoméw °Li. Dokonujac wielokrotnych
rekonstrukeji rozktadu gestosdci pedow atomdéw poprzez pomiar tzw. czasu
przelotu TOF, time of flight, oraz przeprowadzajac analize analogiczng do
opisanej w tekscie, udato sie wyznaczy¢ rozklad konfiguracji, ktéry okazal sie
calkowicie zgodny z teoretycznymi przewidywaniami.

Oszczedny listonosz
Lukasz KAMINSKI*

Wyobrazmy sobie miasteczko, w ktorym zyje n oséb. Nie dotarl tam ani
Internet, ani nawet idea urzedu pocztowego. Jest jednak zatrudniony listonosz,
u ktérego mozna bezposrednio nadaé¢ lub odebraé przesylke. Listonosz
codziennie odwiedza kazdego mieszkanca dokladnie jeden raz. Niektorzy
mieszkancy koresponduja z innymi, lecz niekoniecznie kazdy z kazdym. Jesli
kogo$ odwiedzi listonosz, to osoba ta z pewnoscia zapyta go, do kogo sie jeszcze
wybiera, a nastepnie wysle list do wszystkich, z ktérymi koresponduje, a ktérych
listonosz jeszcze tego dnia nie odwiedzil. Listonosz moze sam wybraé kolejnosé,
w jakiej odwiedza mieszkancéw miasteczka. Zdazyl sie juz tez zorientowaé, kto
z kim koresponduje, i chce odwiedzi¢ mieszkanicéow w takiej kolejnosci, zeby

w zadnym momencie nie dzwigac¢ za duzo listow. Ile listow na pewno bedzie
musial w pewnym momencie zmieéci¢ w torbie listonosz?

Sami swoi
Zacznijmy od przypadku najprostszego do analizy — gdy kazdy koresponduje

z kazdym. Wéwczas niezaleznie od kolejnodci, jaka wybral listonosz, sytuacja
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Rys. 2. Pracownicy korporacji o trzech
mozliwych stopniach awansu

e

Rozwigzanie zadania F 1092.

Na potrzeby naszego oszacowania
potraktujemy Stonce i krazek jak
ciala doskonale czarne
wypromieniowujace energie zgodnie ze
wzorem (prawo Stefana—Boltzmanna):

P =oT"S,

w ktérym P oznacza calkowita moc
promieniowania, S powierzchnie¢ ciala,
a T temperature powierzchni w skali
Kelwina. Wprowadzmy oznaczenia:
Rs — promien Stonca, R — odlegtosé
zwierciadla od Stonica i § — promien
krazka (i obrazu Storca). Moc
promieniowania slonecznego docier:
do powierzchni zwierciadla wynosi:

jacego

2
4 T
’ 4wR2’
Przyjmijmy dalej, ze zwierciadlo odbija
doskonale, i cala moc Pz ,trafia”
w krazek. Temperatura T krazka ustali
sie, gdy moc promieniowania z jego
powierzchni (promieniuja obie strony
cienkiego krazka) bedzie réwna Py:

Py = 2rs2oT?.

Otrzymujemy zwiazek:

Pz = 47R%0T,

R% T 262 -
R2 0 7 2 :
Ze wzgledu na ogromng odleglosé Stoinca
od zwierciadla jego obraz powstaje
praktycznie w ognisku zwierciadla.
Przyréwnujac stosunki

rozmiaréw przedmiotu Rg i obrazu § do
stosunkow ich odlegloséci od powierzchni
zwierciadta, mamy Rg/R =46/f

i ostatecznie:

T\* r?
<?> T2

Po podstawieniu danych liczbowych:
T ~ 1600 K.

wyglada nastepujaco: jesli listonosz odwiedzil juz dokladnie ¢ mieszkancow, to

ma w torbie i(n — i) listéw. Istotnie, w torbie listonosza znajduja sie listy od

kazdego z odwiedzonych mieszkancéw do kazdego z n — ¢ jeszcze nieodwiedzonych.

Wykonujac proste szacowanie, mozemy przekonaé sie, ze i(n — i) wynosi

n?—1
1

2
maksymalnie - dla n parzystego oraz dla n nieparzystego, co daje nam
gbérne ograniczenie na rozmiar torby potrzebnej listonoszowi.

Rys. 1. Graf reprezentujacy miasto z pigcioma mieszkancami, gdzie kazdy koresponduje z kazdym.
Mozna dostrzec, ze w pewnym momencie listonosz bedzie musial mie¢ przy sobie 6 listéw

Korporacja

A co, jedli nasze miasteczko to tak naprawde nie miasteczko, ale wielka
korporacja? Naturalnie w korporacji pracownicy maja przypisany jakis$ stopieni
awansu zawodowego. Najwyzszy stopien ma oczywiscie prezes, ktérego bedziemy
oznacza¢ v1. Ponadto zalozymy, ze kazdy pracownik v;, ktérego stopien awansu
nie jest najnizszy (czyli nie jest na samym dole hierarchii), ma dokladnie
dwéch bezposrednich podwladnych: ve; oraz ve;11. Maja oni dokladnie o jeden
mniejszy od v; stopien awansu zawodowego. Kazdy pracownik oprocz vy ma
doktadnie jednego przetozonego. W przypadku tej korporacji wiadomosci beda
przesylane jedynie pomiedzy pracownikiem a jego bezpos$rednim podwladnym
lub odwrotnie. Jak duza torbe musi mie¢ listonosz w takim przypadku?

Ta sytuacja jest juz nieco trudniejsza. Sformulujmy nasz problem w jezyku
teorii graféw. Niech vy, ..., v, oznaczaja mieszkancéw (albo pracownikéw, jak
w przykladzie z korporacja) i niech V' = {v1,...,v,}. Rozpatrzmy graf G = (V, E),
przy czym (v;,v;) € E oznacza, ze v; 1 v; koresponduja ze soba. Naszym zadaniem
jest znalez¢é minimalna potrzebna pojemno$¢ torby, czyli dokladnie wartosc:

c(G) = min max [{(vo(:)vo(j) € B i<k <J},
gdzie ¥, oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n}. Funkcje ¢(G)
nazywanym szeroko$cig przekroju (ang. cutwidth) grafu G.

Pomysélmy o tym w nastepujacy sposob: Ustawiamy wierzcholki grafu G

na prostej £. Wowczas ¢(G) to najmniejsza liczba k, dla ktérej istnieje
ustawienie wierzcholkéw takie ze, kazda prosta prostopadla do ¢ przecina
co najwyzej k krawedzi (patrz rys. 1). Proste prostopadle do ¢ bedziemy
nazywaé przekrojami, zas liczbe krawedzi G, ktére przecinaja dany przekrdj,
bedziemy nazywaé jego szerokoscig.

Wréémy do problemu listonosza zatrudnionego w korporacji. Niech T}, oznacza
pelne drzewo binarne o wysokosci h (czyli dokladnie graf reprezentujacy
korespondujacych ze sobg pracownikéw, jesli mamy korporacje z h + 1 mozliwymi
stopniami awansu zawodowego). Oznaczmy wierzcholki tak jak poprzednio.
Zauwazmy, ze Ty ma n = 2"+ — 1 wierzcholkéw. Nasze zadanie polega na
obliczeniu ¢(T},). Warto zacza¢ od malych wartosci h. Latwo stwierdzi¢, ze
¢(Tp) = 0 oraz ¢(T1) = 1. Przy odrobinie wysitku obliczamy tez, ze ¢(Tz) = 2.
Jesli poswiecimy problemowi nieco wiecej czasu i pomystowosci, to udowodnimy,
ze ¢(T3) = 3 (zachgcamy Czytelnika Dociekliwego do samodzielnego sprawdzenia).

Rys. 3. Przyktad ustawienia wierzchotkéw grafu T> na prostej, realizujacy szerokosé przekroju
réwng 2

Mozna wiec wysnué hipoteze, iz ¢(T}) = h dla wszystkich h € N. Niemalym
zaskoczeniem moze by¢ zatem fakt, ze ¢(Ty) = 3. Ogdlne rozwigzanie daje
nastepujace twierdzenie:
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Pomyst, zeby pokazywaé teze dla h + 2,
zakladajac jej prawdziwosé dla h, nie jest
taki oczywisty, ale wydaje si¢ w tym
przypadku jedynym stusznym. Autor
widzial wiele préb pokazania tezy dla

h + 1, przy zalozeniu jej prawdziwosci
dla h, ale wszystkie one byly bledne.
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Rys. 4. Drzewo Ty 42 i poddrzewa
o korzeniach vy, vs, ve, v7
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Rys. 6. Konstrukcja odpowiedniego
porzadku dla h parzystych

Inne przyklady szerokosci grafowych na
pewno pojawig sie jeszcze nie raz
w Delcie — przyp. red.

Twierdzenie. Dla h > 2 zachodzi o(T)) = [4] + 1.

Aby wykazaé powyzsza réwnosé, zaczniemy od udowodnienia ¢(Tp) > [%] +1
dla i > 2. Dowdd bedzie indukcyjny. Zostawiamy jako ¢wiczenie sprawdzenie
przypadkow h = 2 i h = 3. Chcemy udowodni¢ teze dla T}, yo przy zalozeniu tezy
dla Tj. Rozwazmy dowolna permutacje o wierzchotkéow T}, o. Rozwazmy tez
poddrzewa T} 42 o korzeniach odpowiednio vy, vs, vg, v7. WSréd nich na pewno
znajdziemy takie poddrzewo P, ktére nie zawiera vy(1y ani vy (y)-

Poniewaz P wyglada tak samo jak T}, (tzn. réznia sie one jedynie nazwami
wierzcholtkéw, a matematyk powiedzialby, ze sa izomorficzne), wiec z zalozenia
indukcyjnego ¢(P) > [g] + 1. Oznacza to, ze jesli ustawimy wierzchotki Tj o
na prostej ¢ w takiej kolejnoéci jak w permutacji o, to pewna prosta £+
prostopadla do ¢ bedzie przecieta przez co najmniej (%1 + 1 krawedzi P.
Zauwazmy, ze istnieje Sciezka z v, (1) do v,(n), ktéra nie zawiera wierzchotkéw
z P. Oznacza to, ze prosta ¢ przecina tez pewna krawedz z tej Sciezki, czyli
tacznie co najmniej [%] +2= f%-‘ + 1 krawedzi, co nalezalo udowodnié.

Teraz trzeba jeszcze znalezé dla kazdego h > 2 taka permutacje o, wierzchotkdéw Tp,,
ktoéra zaswiadcza, ze szeroko$¢ przekroju T}, faktycznie wynosi co najwyzej [%1 + 1.
Zaczniemy od konstrukcji dla nieparzystych h. Teza indukcji bedzie nawet nieco
mocniejsza: istnieje takie ustawienie o, wierzchotkéw T}, na prostej, przy ktérym
kazdy przekrdj na lewo od korzenia ma szeroko$é¢ co najwyzej [%1 + 1, za$ kazdy
przekréj na prawo od korzenia ma szerokosé¢ co najwyzej [%] Fatwo znalezé
takie ustawienie dla h = 1. Udowodnimy teraz teze dla h + 2 przy zalozeniu
tezy dla h. Niech 0'2_ oznacza ustawienie wierzchotkéw 1), powstale z o, przez
zapisanie wierzchotkéw w odwrotnej kolejnosci (wtedy kazdy przekrdj na prawo
od korzenia ma szerokos¢ co najwyzej {%1 + 1, za$ kazdy przekrdj na lewo od
korzenia co najwyzej (%W ). Zauwazmy, ze poddrzewa Py, Ps, Ps, P; drzewa Tj 1o
o korzeniach odpowiednio vy, vs, vg, v7 sa izomorficzne z T}, wiec ma sens powiedzenie,
ze ustawiamy wierzchotki ktéregos z nich w kolejnosci J}J{ lub o, . Ustawmy wiec
wierzchotki T}, 12 w nastepujacej kolejnoéci: najpierw wierzchotki Py w kolejnosci o,
potem wvo, nastepnie wierzchotki Ps w kolejnosci a,‘f, wierzchotki Py w kolejnoéci o, ,
v3, v1, a na koniec wierzchotki P; w kolejnosci o) (rys. 5). Nietrudno sprawdzi¢, ze
tak otrzymana kolejnos¢ o, , spelnia tez¢ indukeyjna, to znaczy przekroje na lewo

od v; maja szerokosé co najwyzej {%1 + 1, za$ te na prawo — co najwyzej [%W

Rys. 5. Kolejnos$¢ wierzcholkéw T34 w konstrukcji indukcyjnej

Majac tak wzmocniong teze udowodniong dla wszystkich h nieparzystych,
nietrudno juz udowodnié, ze dla h parzystych réwniez mamy permutacje
zaswiadczajaca, ze szerokosé przekroju Ty, wynosi co najwyzej [%-‘ + 1.
Odpowiednig konstrukcje przedstawia rysunek na marginesie, a szczegdly
pozostawiamy jako zadanie dla Czytelnika.

W ten sposéb problem listonosza w korporacji zostal rozwiazany. Zachecamy
do pomyslenia, jak duzej torby bedzie potrzebowal listonosz w jeszcze
innych sytuacjach, np. gdy graf pokazujacy komunikowanie sie mieszkancow
w miasteczku jest cyklem albo pelnym grafem dwudzielnym.

Na koniec dodajmy, ze w teorii graféw rozwaza si¢ wiele réoznych parametrow
nazywanych ogdélnie szerokosciami grafowymi. Typowo z kazdym takim
parametrem wigze si¢ pewna dekompozycja i jesli graf ma malg wartosé
parametru, to mozemy znalezé odpowiednio prostg dekompozycje. Cutwidth
jest uznawany za jeden z najbardziej podstawowych parametréw tego typu —
dekompozycja to liniowe ulozenie wierzchotkow grafu i jest ona prosta, jesli przez
kazdy jej przekroj przechodzi mafo krawedzi.
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