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TVVyznacza si¢ wprawdzie przyblizone
trajektorie czastek natadowanych

w komorze dryfowej. Jest to jednak nadal
trajektoria w rozumieniu mechaniki
klasycznej.

Potencjal harmoniczny opisuje sytuacje,
w ktérej energia potencjalna czastki jest
proporcjonalna do funkcji V(z) = %:vZ.
Funkcja ta ma minimum w punkcie z = 0.
Punkt ten nazywamy polozeniem
réwnowagi — aby wyprowadzi¢ czastke

z tego punktu, nalezy dostarczy¢ energie
proporcjonalng do kwadratu

wychylenia z?. Taka zaleznosé energii
potencjalnej od wychylenia oznacza, ze
sita, ktora dziala na czastke, jest
proporcjonalna do wychylenia z, ale

z ujemnym wspoélczynnikiem (sita ma
zwrot przeciwny do wychylenia).
Czytelnik znajacy podstawy mechaniki
klasycznej zapewne wie, ze ,sila réwna
jest minus gradientowi potencjatu”,

a gradient to w jednym wymiarze

po prostu pochodna.

W fizyce klasycznej potencjal
harmoniczny opisuje uktad wykonujacy
drgania wokél potozenia réwnowagi, czyli
tzw. oscylator harmoniczny.
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Rozwigzanie zadania F 1091.
Po osiggnieciu predkosci v = 0,8¢c masa
tramwaju wynosita

mo B 10

71 = /”2 = ?”107

mi =

tzn. my = 7 - 10* kg, a masa elektrowozu
me = mo = 4,2 - 10% kg. Tramwaj
zwiekszal swoja energie kinetyczna,

a wigc i catkowitg mase, dzigki pobieraniu
energii z zewnatrz (z sieci elektrycznej).
Elektrow6z natomiast rozpedzal sie,
zamieniajac w energie kinetyczng energie
potencjalng zgromadzona w bedacych
jego czescig akumulatorach, a zatem jego
calkowita energia (i réwnowazna jej masa)
nie ulegla zmianie podczas rozpedzania.

Krysztaly Pauliego, czyli o tym,
ze czastki kwantowe lubig samotnoscé
Maciej PYLAK*

Gdy chcemy opisywaé uklady wielu czastek kwantowych, jednym

z fundamentalnych probleméw, jaki napotykamy, jest ich nierozréznialnosc.
W przypadku obiektéw makroskopowych (tzn. takich, ktére sa dobrze opisywane
w jezyku mechaniki klasycznej), nawet gdy sa one identyczne (masa, rozmiary,
tadunek), mozemy je odrézniaé¢ na podstawie ich trajektorii. Dla kazdego

z takich cial mozemy bowiem napisa¢ dynamiczne réwnanie ruchu. W ten
sposéb kazdy obiekt makroskopowy ma swoje polozenie, predko$é. .. i staje
sie unikatowy. Metoda ta zawodzi w przypadku obiektow kwantowych, gdyz
tu mozemy operowac jedynie pojeciem prawdopodobienstwa tego, ze ciato
znajduje si¢ w jakimg$ obszarze przestrzeni. Traci zatem sens réwniez pojecie
trajektorii takiej czastkif. Zamiast tego postugujemy sie pewnym tworem
matematycznym nazywanym funkcjg falowa, oznaczana najczesciej grecka
litera 1. Konkretng posta¢ ¢ znajdujemy jako rozwiazanie fundamentalnego
dla mechaniki kwantowej réwnania falowego — ré6wnania Schrodingera.
Sama funkcja falowa nie ma prostej interpretacji fizycznej, lecz juz kwadrat
jej modutu |[¢(x)|* wyraza gestosé prawdopodobieristwa znalezienia czastki

w punkcie z. Oznacza to, ze zamiast méwié¢ o potozeniu czastki czy tez

o0 jej pedzie, jestedmy w stanie wyrokowaé jedynie o tym, jaki przedzial
polozen/pedéw jest bardziej prawdopodobny od innych.

Opisujac stan ukladu wielu czastek kwantowych, z uwagi na ich
nierozroznialno$é, zobligowani jesteSmy do traktowania go jako calosci. Tak
samo funkcja falowa opisujaca stan takiego uktadu musi zaleze¢ np. od polozen
wszystkich skladnikéw (mozemy réwniez uzywaé opisu w przestrzeni pedéw).

Wykonajmy pewien eksperyment (pdki co myslowy). Wyobrazmy sobie dwie
czastki, ktére moga poruszaé sie wzdluz prostej (czyli tylko w jednym wymiarze).
Na obie czastki bedzie dziatala sita zalezna od polozenia, ktéra przyciaga czastki
do ustalonego polozenia réwnowagi (opisywana tzw. potencjalem harmonicznym,
patrz margines). Interesuje nas, jaki bedzie przestrzenny rozklad tych dwéch
czastek. Gdyby chodzilo o dwa ciala podlegajace mechanice Newtona (np. dwie
identyczne kulki), bez trudu pokazaliby$émy, ze ulokuja si¢ one mozliwie blisko
minimum potencjalu, jedynym za$ ograniczeniem sa ich niezerowe promienie,
stad tez x1 — 07, xo — 0, a $rodek masy ukladu znajduje sie dokladnie w zerze.

Jesli jednak nasze czastki przejawiaja nature kwantowa, wtedy musimy
szukaé stanu takiego uktadu dwuczastkowego, ktéry zalezal bedzie od dwéch
wspélrzednych (polozen): ¥(x1,x2). Jedli uda nam sie wyznaczy¢ taka
funkcje, to kwadrat jej modutu wskaze, dla jakich polozen x1,xo gestosé
prawdopodobienstwa osiagga maksimum. Jak to ma miejsce dla niezaleznych
zdarzen losowych, mozemy przedstawi¢ nasza funkcje w postaci iloczynowej:
Y(x1, x2) = Pa(x1)dp(22), gdzie ¢qp(x) jest tak zwang funkcja jednoczastkows —
czyms$, co w naszym przykladzie odpowiada pojedynczej czastce w pulapce. Taki
opis byltby w pelni stuszny, gdyby nasze czastki byly rozréznialne. Znaczy on
bowiem, ze czastka pierwsza jest w stanie a, czastka druga za$ w stanie b. Ow
stan moze oznaczaé np. energie czastki. Tak dlugo, jak czastki sa nierozroznialne,
trzeba wzia¢ pod uwage, ze mozliwa jest takze sytuacja odwrotna: czastka
pierwsza jest w stanie b, a druga w stanie a. Sama operacja zamiany czastek
(oznaczmy ja jako operacje 15) jest réwnowazna przemnozeniu funkcji falowej
przez pewna stala c: )

Pip(a1,22) = ¢ P(z2, 21).
Gdy wykonamy te operacje dwukrotnie, wracamy do stanu poczatkowego:

PPY) (w1, 25) = ¢ - (w1, w2) = (w1, 2),
co naklada ograniczenie: ¢ = £1. Mozna sie bylo spodziewaé, ze |c| = 1,
gdyz przestawienie nierozréznialnych czastek nie moze zmienia¢ wartosci
prawdopodobienstwa. Mamy wiec dwie mozliwe sytuacje odpowiadajace dwom
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Méwimy, ze funkcja ¢ g (z1, z2) opisuje
stan symetryczny, poniewaz zamiana
czastek, ktérej odpowiada zamiana
argumentéw x1 <> x2, pozostawia funkcje
Ys(z1, xz2) niezmieniong. Natomiast
zamiana czastek (czyli argumentéw

x1 > x2) funkcji Y a (21, z2) zmienia jej
znak na przeciwny, dlatego stan
opisywany ta funkcjg nazywamy
antysymetrycznym.

Energia czastek w potencjale
harmonicznym jest skwantowana,
podobnie jak energia elektronu w atomie
wodoru — czgstka moze znajdowac si¢
w stanach o pewnych wyréznionych
energiach. Stan o najnizszej energii
nazywamy podstawowym, a stany
o wyzszych energiach nazywamy
wzbudzonymi. Podane tu funkcje ¢, (z)
oraz ¢p(z) znajduje si¢ jako rozwigzania
wspomnianego juz wczesniej réwnania
Schrodingera z potencjatem
harmonicznym, odpowiadajace energii
stanu podstawowego i pierwszej
dozwolonej wartosci energii wickszej od
warto$ci najnizszej.
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Rys. 1. Rozklad gestosci
prawdopodobienstwa p(z1, z2) dla dwéch
czastek w polu jednowymiarowego
oscylatora harmonicznego.
Goérny rysunek: przypadek symetryczny —
prawdopodobienstwo jest maksymalne dla
jednakowych potozen czastek
(Zl = T2 = :tl/\/i)
Dolny rysunek: przypadek
antysymetryczny — prawdopodobienstwo
jest maksymalne dla przeciwnych polozen
czastek 1 = —x2 = il/\@

Zakaz Pauliego jest przyczyna tego, ze
elektrony (ktére sg fermionami)

w atomach obsadzajg kolejne coraz
wyzsze poziomy energetyczne. Gdyby
elektrony byly bozonami, to wszystkie
znajdowalyby si¢ w jednym i tym samym
stanie o najnizszej energii i nie byloby
chemii, jakg znamy, a zatem nas tez by
nie byto.

mozliwym warto$ciom stalej ¢ = £1:

Vs (. 22) = \%(qba(xl)qﬁb(m) T do(@r)bal2)),

Yale1, ) = %(%(mlm(mz) ~ Gp(21)al2)).

Wystepujace powyzej suma i réznica maja fundamentalne znaczenie.

W celu lepszego zrozumienia tego zagadnienia spéjrzmy na rozktady
prawdopodobienistwa dla stanu symetrycznego S i antysymetrycznego A,

gdy ¢ (x) oraz ¢p(x) sa, odpowiednio, stanem podstawowym (stanem

o najnizszej energii) i pierwszym stanem wzbudzonym kwantowego oscylatora

harmonicznego:
1 _ x2 /2 \/i

(ba(.’lﬁ) = %6 ) ¢b(x) = \4/7?
Rozklady gestosci prawdopodobienstwa zostaly przedstawione na rysunku 1.
Gdy je porownamy, mozemy zaobserwowaé pewne fundamentalne réznice.
Podczas gdy funkcja |1s (1, 22)|? osiaga maksimum dla 2y = 2o = j:%

—x2/2

xre

oraz przyjmuje zerowg wartos¢ na prostej r; = —xa, to w wypadku funkcji

|94 (1, 22)|? sytuacja jest odwrotna. Oznacza to, ze jesli nasze czastki beda sie
znajdowaly w stanie opisywanym funkcja symetryczna — beda chciaty przebywaé
w tym samym miejscu, natomiast czastki opisywane funkcja antysymetryczna
swybiora” przeciwne zbocza putapki, zas prawdopodobienistwo zaobserwowania
ich razem jest zerowe — jest to zdarzenie niemozliwe.

Rodzi sie zatem pytanie: Ktéry z wariantéw (symetryczny czy antysymetryczny)
bedzie sie realizowal? Kluczowa role w znalezieniu odpowiedzi odgrywa wlasnosé
kwantowa zwana spinem, ktéra czasem (niezbyt stusznie) okresla sie jako wlasny
moment pedu. De facto spin, bedacy immanentna cecha danej czastki, pozwala
wyr6zni¢ dwa rodzaje czastek: o spinie catkowitym (np. fotony) oraz te o spinie
poléwkowym (np. elektrony, protony czy neutrony). Pierwsze z nich, nazywane
bozonami (Satyendra Nath Bose wyznaczy! rozklad prawdopodobieristwa

dla fotonéw), opisywane sg symetryczna funkcja falowa. Moga wiec wszystkie
znajdowaé sie w tym samym stanie kwantowym (taki stan materii nazywamy
kondensatem Bosego-Einsteina). Drugie okreslamy jako fermiony (od nazwiska
Enrico Fermiego). W pewnych szczegdlnych warunkach bozony moga tworzyé
kondensat, natomiast fermiony sg zawsze unikatowe: nie jest mozliwa sytuacja,
w ktoérej jaki$ stan kwantowy jest obsadzony przez wiecej niz jeden fermion.
Zapisana powyzej wlasnos¢ stanowi tre$¢ zakazu Pauliego oraz wskazuje na
niezwykle istotng korelacje miedzy czastkami, ktére mu podlegaja.

Powyzszy przyklad dwéch czastek jest relatywnie prosty w analizie i pozwala
na zrozumienie, jak wielka role odgrywa symetria funkcji falowej i zwiazany

z nig zakaz Pauliego. Gdy zwiekszymy liczbe atoméw oraz gdy nasza putapka
jest przynajmniej dwuwymiarowa, zagadnienie staje sie nietrywialne. Z jednej
strony mamy do czynienia z ,,odpychaniem” si¢ atoméw (jest to wynik
wieloczastkowych korelacji, a nie zadne z podstawowych oddzialywan, gdyz
atomy nie posiadaja ladunku), z drugiej za$ zewnetrzny potencjal nie pozwala
im zbytnio sie od siebie oddali¢. Pojawia sie zatem pytanie: Gdzie sa te atomy
i jak si¢ unikaja wzajemnie w przestrzeni? To pytanie zadali sobie uczeni

z Instytutu Fizyki Polskiej Akademii Nauk, przystepujac do badania tego,

czy sa jakie$ geometrycznie preferowane ustawienia czastek oraz jak bardzo te
ustawienia sa preferowane w stosunku do innych [3] [7, [T, 4].

Postaram sie pokrétce wyjasni¢ gtéwne zalozenia oraz rezultaty cytowanych
prac. Niestety wraz ze wzrostem liczby atoméw ros$nie takze stopien ztozonosci
rozwazanego zagadnienia. Dla N czastek w 2-wymiarowej putapce mamy juz
2N zmiennych, od ktorych zalezy pelna funkcja falowa, a w konsekwencji
prawdopodobieristwo. Funkcja falowa moze zostaé przedstawiona w postaci
iloczynowej, jednak nalezy wziaé¢ pod uwage wszystkie mozliwe permutacje
zbioru N-elementowego z uwzglednieniem zmiany znaku iloczynu przy
kazdorazowej zamianie czastek. O ile bylo to trywialne dla N = 2, gdyz istnieja
tylko 2! = 2 permutacje (ktérym odpowiadaja dwa sktadniki w funkcji falowej 14),
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Opisang w tekscie procedure
konstruowania catkowicie
antysymetrycznej funkcji falowej

N czastek mozna zapisa¢ w postaci tzw.
wyznacznika Slatera (wyznacznika
macierzy zbudowanej z funkcji

jednoczastkowych):
P(F1, 7o, ... TN) =
¢1(71) ¢2(7_jl§ s oN(T1)

1 ¢1(T2) ¢2(T2

- on(T2)
VNI :

$1(7n) $2(7n) -+ dn(Fw)

Co oznacza ,pelne obsadzenie” stanu
energetycznego? W przypadku pulapki
jednowymiarowej kazdej energii
odpowiada jeden stan wzbudzony.

W przypadku putapki dwu- (i wiecej)
wymiarowej energie wzbudzen w réznych
kierunkach si¢ dodaja, a w konsekwencji
te samg energie moga mieé rézne stany.
Na przyktad pierwszej wzbudzonej energii
w putapce dwuwymiarowej odpowiadaja
dwa stany wzbudzone — czastka moze
drga¢ w kierunku « lub y. Oba stany
maja te sama energie, ale sg to rézne
stany. Drugiej energii wzbudzonej
odpowiadajg juz trzy stany, poniewaz
czgstka moze by¢ w drugim stanie
wzbudzonym w kierunku z i w stanie
podstawowym w kierunku y, lub na
odwrét, a dodatkowo moze by¢

w pierwszym stanie wzbudzonym w obu
kierunkach — wtedy energie tych
wzbudzen si¢ sumuja, a jak wiadomo

1+ 1= 2,1 dostajemy trzeci stan
odpowiadajacy drugiemu poziomowi
wzbudzonemu. Wyzsze stany wzbudzone
otrzymuje si¢ w analogiczny sposéb.
Trzeciemu wzbudzonemu poziomowi
energetycznemu odpowiadajg 4 stany,
gdyz3=34+0=2+1=1+2=0+3,
a skladniki sumy odpowiadajg energiom
drgan w kierunkach z i y, czwartemu
odpowiada 5 stanéw itp.

Pelne obsadzenie oznacza, ze mamy
obsadzone na przyklad dwa pierwsze
stany — podstawowy i dwa odpowiadajace
pierwszemu stanowi wzbudzonemu, co
tacznie daje trzy czastki. Kolejne w pelni
obsadzone konfiguracje powstaja przez
dodanie czastek obsadzajacych calkowicie
nast¢pne stany energetyczne, czyli
mozemy dodaé trzy czastki, zeby obsadzié¢
drugi poziom wzbudzony (razem

6 czastek), nastepnie dodaé 4, zeby
obsadzi¢ trzeci (razem 10 czastek),
nastepnie 5 (razem 15 czastek) itd.

to juz dla N = 3 mamy 3! = 6 skladnikéw. Tak jak w przypadku opisanej
wczedniej funkeji ¢4 dla przypadku N = 2, w ogdlnym przypadku funkcja
falowa bedzie suma N! skladnikéw, z ktorych kazdy jest iloczynem N funkcji
jednoczastkowych. Kolejnos¢ argumentéw 7; w kazdym skladniku jest inna —
kolejnosci te odpowiadaja wszystkim mozliwym permutacjom, a dodatkowo
kazdy sktadnik mnozony jest przez znak permutacji. Na koniec funkcje trzeba
unormowadé, czyli podzieli¢ przez v/N!, zeby kwadrat jej modulu opisywal
gesto$¢ prawdopodobienstwa.

Poszukiwanie maksimum prawdopodobienstwa z matematycznego punktu
widzenia jest zdecydowanie trudniejsze, lecz ciagle wykonalne. Postuzy¢ sie
mozna np. metoda Monte Carlo [6]. Polega ona na tym, ze rozpoczyna sie od
losowej konfiguracji atoméw, a nastepnie dodaje niewielkie przesuniecia (tylko
jednego w kazdej iteracji), sprawdzajac, czy taka modyfikacja prowadzi do
wzrostu wartosci prawdopodobienstwa (zachowujemy wtedy taka konfiguracje),
czy tez do jego obnizenia (odrzucamy taka konfiguracje). Proces ten jest
wielokrotnie powtarzany z coraz mniejsza amplituda przesunie¢, az do uzyskania
satysfakcjonujacej zbieznosci. Otrzymywane w ten sposéb potozenia atoméw

w przestrzeni dwuwymiarowej (byly réwniez prowadzone badania w trzech
wymiarach [2]) tworza struktury geometryczne, ktére nazywamy krysztalami
Pauliego.

Kolejny problem polega na tym, ze dokonujac pomiaru potozen wielu czastek
(np. przy pomocy tablicy detektoréw) oraz powtarzajac te pomiary wielokrotnie
z uwagi na statystyczny charakter procesu (atomy wcale nie musza przebywaé
w polozeniach odpowiadajacych wcze$niej wyznaczonemu maksimum),

w granicy nieskonczonej liczby powtérzen otrzymamy Srednia, ktéra bedzie
jednoczastkowym rozkladem prawdopodobienstwa:

N
p(a:,y) = Z |¢n(x7y)|2
n=1

Informacja o korelacjach migdzy atomami zostaje w tym wypadku utracona
poprzez usrednienie po wielu realizacjach, tj. wynikach poszczegdlnych
pomiaréw.

7 tego wzgledu taki pomiar nie pozwoli na poznanie geometrycznego rozktadu
atomow w pulapce. Konieczne jest siegniecie po narzedzie bardziej wyrafinowane
niz wielokrotny pomiar potozen atoméw. Narzedziem tym jest wprowadzenie
rozkladu konfiguracji. W celu jego otrzymania kazdy wynik uzyskany z rozkladu
N-czastkowego jest przeksztalcany izometrycznie — poprzez obrét o pewien

kat (z zachowaniem polozenia srodka masy), tak aby otrzymaé rozklad

polozen atoméw mozliwie najblizszy temu, ktory wynika z maksymalizacji
prawdopodobienstwa opisanego tym rozkladem (przewidzianej struktury
krysztatu Pauliego). Dopiero takie wyniki podlegaja usrednieniu, tworzac nowy
rozklad C(z,y).

Przyklady rozkladéw gestosci konfiguracji C(x,y) otrzymane dla N = 3,6, 10, 15
zostaly przedstawione na rysunku 2. Wybrane liczby atoméw odpowiadaja
sytuacjom, gdy w pelni sa obsadzone kolejne stany energetyczne (patrz
margines), dlatego tez obserwowane struktury odzwierciedlaja symetrie

osiowa pulapki. Nie dzieje sie tak jednak dla dowolnego N, kiedy to atomy

o najwiekszej energii moga obsadzac¢ rézne stany wilasne pulapki. W takiej
sytuacji struktura krysztatlu Pauliego nie jest jednoznacznie okreslona.

Na rysunku 2 widoczna jest wyrazna struktura powlokowa, jednakze powtoki
w krysztale nie sa tozsame z powlokami energetycznymi, charakterystycznymi
dla elektronéow w atomie. Nie sa to takze powloki o okreslonym promieniu, gdyz
w miare wzrostu liczby atoméw tworzacych krysztal Pauliego pojawiaja sie
pewne fluktuacje, zalezne m.in od rozkladu atomoéw na powloce blizszej srodka
masy. Wszystkie te cechy dowodnie wskazuja, ze istnienie korelacji N-tego rzedu
(bo kazdy atom jest skorelowany z N — 1 pozostatymi), wynikajacych z zakazu
Pauliego, prowadzi do powstawania bardzo egzotycznych ukladéw atomdw, ktore
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Rys. 2. Rozklady konfiguracji C(z,y) dla réznej liczby atoméw w putapce (N = 3,6, 10, 15). Kolor
czerwony na rysunkach oznacza najwigksza warto$é¢ prawdopodobienstwa zaobserwowania atomu.
Czarnymi punktami zaznaczono przewidywane potozenia atoméw (wyniki metody Monte Carlo,
ktoéra zostala opisana w tekscie)

wykazuja jednak pewne uporzadkowania — dokladnie tak, jak w strukturach
krystalicznych.

W ostatnim czasie grupie badaczy z Heidelbergu udalo si¢ eksperymentalnie
potwierdzié istnienie przedstawionych powyzej struktur [5]. Wykorzystano do
tego celu ultrazimny i rozrzedzony gaz atoméw °Li. Dokonujac wielokrotnych
rekonstrukeji rozktadu gestosdci pedow atomdéw poprzez pomiar tzw. czasu
przelotu TOF, time of flight, oraz przeprowadzajac analize analogiczng do
opisanej w tekscie, udato sie wyznaczy¢ rozklad konfiguracji, ktéry okazal sie
calkowicie zgodny z teoretycznymi przewidywaniami.

Oszczedny listonosz
Lukasz KAMINSKI*

Wyobrazmy sobie miasteczko, w ktorym zyje n oséb. Nie dotarl tam ani
Internet, ani nawet idea urzedu pocztowego. Jest jednak zatrudniony listonosz,
u ktérego mozna bezposrednio nadaé¢ lub odebraé przesylke. Listonosz
codziennie odwiedza kazdego mieszkanca dokladnie jeden raz. Niektorzy
mieszkancy koresponduja z innymi, lecz niekoniecznie kazdy z kazdym. Jesli
kogo$ odwiedzi listonosz, to osoba ta z pewnoscia zapyta go, do kogo sie jeszcze
wybiera, a nastepnie wysle list do wszystkich, z ktérymi koresponduje, a ktérych
listonosz jeszcze tego dnia nie odwiedzil. Listonosz moze sam wybraé kolejnosé,
w jakiej odwiedza mieszkancéw miasteczka. Zdazyl sie juz tez zorientowaé, kto
z kim koresponduje, i chce odwiedzi¢ mieszkanicéow w takiej kolejnosci, zeby

w zadnym momencie nie dzwigac¢ za duzo listow. Ile listow na pewno bedzie
musial w pewnym momencie zmieéci¢ w torbie listonosz?

Sami swoi
Zacznijmy od przypadku najprostszego do analizy — gdy kazdy koresponduje

z kazdym. Wéwczas niezaleznie od kolejnodci, jaka wybral listonosz, sytuacja
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