Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 877, 878

Redaguje Marcin E. KUCZMA

877. Wyjasnié, czy istnieje na plaszczyznie konfiguracja pieciu réznych punktow

1-44

A, B,C, P,Q, w ktérej zachodza réwnosci
PA = AB = BQ,

PB=BC=CQ, PC=CA=AQ,

a punkty A, B, C sa wierzchotkami tréjkata

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2024

(a) ostrokatnego,
(b) rozwartokatnego.

878. Znalez¢ liczbe naturalna r > 2, dla ktorej istnieje nieskonczenie wiele

r-elementowych zbioréw réznych liczb pierwszych {py, ...

,Dr} takich, ze kazda

z liczb 2Pi=1 —1 (i =1,...,7) jest podzielna przez iloczyn p; ...p,. Im wieksza
liczba r, tym cenniejsze rozwiazanie.

Zadanie 878 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna w nawigzaniu
do zadania 678 (naszej ligi: AT, omdéwienie: A2:), a takie do zadania 8
z obozu OM (Zwardori 2010) <om.sem.edu.pl>, zakladka Obéz naukowy.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2023

Przypominamy tre$¢ zadan:

869. Funkcja g przyporzadkowuje kazdej (uporzadkowanej) parze xz,y
liczb rzeczywistych dodatnich warto$é g(x,y), okreslong jako
najmniejsza liczba z tréjki x, 1/y, (zy + 1)/x. Wyznaczy¢ kres gérny
wartosci g(z,y), gdy = oraz y przebiegaja zbiér wszystkich liczb
dodatnich.

870. (a) Wykaza¢, ze z odcinkéw laczacych dowolny punkt
plaszczyzny z wierzchotkami tréjkata réwnobocznego (lezacego
w tej plaszczyznie) mozna zbudowaé pewien tréjkat (byé moze
zdegenerowany).

(b) Tréjkat réwnoboczny jest zanurzony w przestrzeni
(tréjwymiarowej). Wyjadnié, czy — analogicznie — zawsze mozna

z odcinkéw laczacych dowolny punkt przestrzeni z wierzchotkami
tego tréjkata zbudowaé pewien tréjkat (byé¢ moze zdegenerowany).

869. Wartosci funkcji g sa dodatnie. Niech s bedzie
dowolna jej wartoscia. Istnieja wiec liczby z,y > 0, dla
ktérych s = g(z,y). Zgodnie z okresleniem funkcji g
spelnione sa jednoczesnie nieréwnosci
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(jedna z nich staje sie réwnoscia). Wynika z nich, ze
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Ostatnia nieréwnoéé¢ pokazuje, ze s2 < 2, czyli s < /2.
Tak wiec wartoéci funkcji ¢ nie przekraczaja /2. Przy
tym
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Zatem liczba v/2 jest szukanym kresem gérnym wartosci
funkcji g.

870. (a) Niech P bedzie dowolnym punktem
w plaszczyznie tréjkata réwnobocznego ABC.
Rozwazmy obrét plaszczyzny wokdt punktu C

o kat 60°, przenoszacy punkt A do pozycji punktu B.
c

Obraz punktu P nazwijmy Q). Odcinki CP i CQ sa
rownej dlugosci i tworza kat 60°, wiec trojkat C'PQ jest
rownoboczny. Odcinek AP przechodzi na odcinek BQ.
Tréjkat BPQ (by¢ moze zdegenerowany do odcinka)
ma boki dlugoéci BQ = AP, BP, PQ = CP; jest wiec
tréjkatem, ktorego istnienie nalezalo uzasadnié.

(b) Niech teraz P bedzie dowolnym punktem

w przestrzeni, lezacym poza plaszczyzna trojkata
rownobocznego ABC. Wykazemy, ze i teraz istnieje
tréojkat o bokach diugosci AP, BP, C'P. Przyjmijmy
(b.s.0.), ze najdluzszy z tej tréjki jest odcinek C'P.
Wystarczy dowies¢, ze woéwcezas CP < AP + BP.

W plaszczyznie ABP budujemy tréjkaty réwnoboczne
ABD i ABFE; dobieramy oznaczenia tak, by

PD < PE. Wierzchotki C, D, E tréjkatéw foremnych
o wspélnym boku AB leza na plaszczyznie symetralnej
odcinka AB, na okregu o érednicy DE; tréjkat

CDEFE jest prostokatny. Niech R bedzie rzutem

punktu P na prosta DE. Plaszczyzny CDE

i PDE sa prostopadle, wiec CR 1. PR. Stad

DR =+/PD? - PR?2 < /PE? - PR? = ER. To
znaczy, ze (w plaszezyznie CDE) punkty C' i R leza
po jednej stronie prostej symetralnej odcinka C'E (ktéra
polowi przeciwprostokatna DE); czyli CR < ER. Stad
CP=+CR? + PR2 <VER? + PR? = EP.

Z czesci (a), zastosowanej do tréjkata ABE i punktu P
(lezacego w jego plaszczyznie) wiadomo, ze z odcinkéw
AP, BP, EP mozna zbudowaé¢ tréjkat. Zatem

EP < AP + BP, wiec tym bardziej CP < AP + BP.

[Istnieja rézne rachunkowe metody rozwiazania zadania,
tak w czesci (a), jak i (b).]


https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2014/07/delta-2014-07-klub-44.pdf
https://www.deltami.edu.pl/media/articles/2015/02/delta-2015-02-klub-44.pdf
http://om.sem.edu.pl

Klub 44 F

Zadania z fizyki nr 774, 775

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2024

774. Dlugi klocek o podstawie kwadratowej pltywa w wodzie tak, ze jedna

z jego powierzchni bocznych znajduje sie¢ nad powierzchnia wody i jest do niej
rownolegla, a klocek znajduje sie w stanie réwnowagi trwalej. Dla jakiej gestosci
materiatu, z ktérego wykonano klocek, jest to mozliwe?

775. Cienki pierscien gumowy rozkrecono wokél osi symetrii prostopadtej do
plaszczyzny pierscienia. Predkos$é liniowa jego elementéw wynosi v. Z jaka
predkoscia beda rozprzestrzeniaé sie w tym pierécieniu monochromatyczne fale
poprzeczne o malej amplitudzie?

Rozwigzania zadan z numeru 11/2023

Przypominamy tres¢ zadan:

766. Znalezé
ze staly gest

sile oddzialywania dwéch poléwek nieprzewodzacej kuli o promieniu R, naladowanych
objetosciowa, odpowiednio, p1 i p2. Przyjaé, ze kula wykonana jest z materialu

o stalej dielektrycznej réwnej jeden.

767. Pierscienie O i O’ nasunigte sa na pionowe, nieruchome prety AB i A’ B’. Nierozciagliwa nié¢
umocowana w punkcie A’ przewleczona jest przez pierscien O’ i przyczepiona do pierécienia O
(rys. 1). Pierscien O’ porusza si¢ w dét ze stala predkoscia v. Jaka jest predkosé pierécienia O

w chwili, gdy kat AOO’ ma wartoéé a.
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766. W kazdym punkcie pétkuli o gestosci p; dziala
sita od drugiej pétkuli df: plﬁdV, gdzie E jest
natezeniem pola elektrycznego w danym punkcie

od drugiej potkuli, a p1dV to tadunek elementarnej
objetosci wokét punktu. Zatem sita dzialajaca

na pierwsza poétkule jest proporcjonalna do p;.
Analogicznie sita dzialajaca na druga poétkule ze strony
pierwszej jest proporcjonalna do ps. Stad wniosek, ze
sita oddzialywania miedzy pétkulami

F ~ pipa = pi°pa/p1.
Na pierwsza pétkule dziala réwniez jej wlasne
pole, ktérego wypadkowe dziatanie wynosi zero.
Obliczymy wiec site oddziatywania F} z druga poétkula
o takiej samej gestosci, rozwazajac pole od calej kuli,
a nastepnie wynik pomnozymy przez czynnik ps/p;.

Zgodnie z prawem Gaussa natezenie pola wewnatrz
kuli natadowanej ze stala gestoscia objetosciowa

p1 > 0 w odleglosci 7 od srodka kuli ma wartosé

E = p17/3eq i jest skierowane wzdluz promienia.
Podzielmy gorna péikule na rysunku 2 na poélsferyczne
warstwy. Prostopadla do powierzchni rozdzialu pétkul
skladowa sity dzialajacej na maly element warstwy

o promieniu r i powierzchni dS wynosi:

df1 = EpidSdrcosa = EpdS’dr,

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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gdzie dr jest grubodcig warstwy, a dS’ = dS cos a rzutem
powierzchni dS na powierzchnie rozdzialu. Wypadkowa
sita dzialajaca na pétsfere o promieniu r

dF, = mridf | = 7rp12r3d7"/350.
Sita oddzialywania pétkul o jednakowych gestosciach
dana jest wzorem
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R
Fy = [dFy = R
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a szukana sita oddzialywania pétkul o gestosciach p;
ipa

F = 7TR4,01,02/12€0.
767. W uktadzie odniesienia zwiazanym z pierscieniem
0, gdy xAOO’ = «, nié¢ wyciggana jest w gore
z predkoscia v (rys. 3). Poniewaz nié jest nierozciagliwa,
sktadowa predkosci pierécienia O wzdluz nici ma
réwniez predko$é v, a wypadkowa predkosé piersécienia
w badanej chwili i w wybranym ukladzie wynosi:

u=v/cosa.

W nieruchomym ukladzie odniesienia szukana predkosé
pierécienia jest rownas:

vo=u—v=uv(l/cosa—1).

wspo6lezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



