Wielomiany podzialu kola — czesé 2
Barttomiej BZDEGA

Przed przystapieniem do lektury polecam zapoznaé sie z poprzednim
kacikiem (A3,). Udowodnili$my w nim istnienie ciagu wielomianéw @ (z),

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Dy(z), ..., ktére dla kazdej liczby naturalnej n spelniaja
(1) [[2a(z) =2 1.
d|n

W tym kaciku przyjrzymy sie rozkladowi na czynniki pierwsze liczby ®,,(a) dla
a > 2. Niech p bedzie liczba pierwsza, ktéra dzieli ®,,(a). Poniewaz ®,,(a) | a™ — 1,
wiec p | a™ — 1. Istnieje zatem najmniejsza taka liczba catkowita dodatnia r, ze

p | a” — 1. Nazywamy ja rzedem a modulo p. Rzad jest dzielnikiem kazdej liczby
naturalnej w spetiajacej p | a¥ — 1, w szczegdlnosci r | n. Zapiszmy n = rmp*,

przy czym p{m. Niech v,(N) oznacza wykladnik najwiekszej potegi p dzielacej N.
Dla p > 2 otrzymujemy

@) @ =D +k L =) E S @) D IS v (@ (),

Din djm j=0

przy czym (i) wynika z lematu o zwiekszaniu wykladnika p-adycznego (zob.
kacik nr 24 w AS2), a (i) wynika z (1). Réwno$¢ (iii) wynika z obserwacji, ze
jesli v, (@q(a)) jest niezerowe, czyli p | ®p(a), to p|a® — 1, a wiec r |D; natomiast
kazdy podzielny przez r dzielnik n jest postaci rdp’, w ktérej d | m i j < k.

Z réwnosci (2) wnioskujemy kolejno, ze:

(A) jeSlin=7r (k=0im=1),to vp(a" — 1) =
= Vp(Pn(a));

(B) jeslin =rp* (k> 0im=1), to v,(®,(a)) =1,
co uzasadniamy indukcja po k;

(C) jeslin = rmp® (k> 01im > 1), to v,(®,(a)) =0

Uzasadnienia powyzszych implikacji mozna powtérzy¢
dla p =21in > 3, wykorzystujac czesé¢ 2(c) lematu

o zwiekszaniu wykladnika, sformutowanego w kaciku
nr 24. Dzielniki pierwsze liczby ®,,(a) dla n > 3 mozna
zatem podzieli¢ na trywialne (speliajace n = rp* dla

k > 0) i nietrywialne (spelniajace n =r). Te pierwsze jest
tatwo znalez¢é, bo sa dzielnikami n. Jest nawet proéciej:
zgodnie z Malym Twierdzeniem Fermata a?~! =1
(mod p), czylir | p—1ir < p, a zatem z réwnosci

n = rp¥ wynika, ze p jest najwieksza liczba pierwsza
dzielaca n. Dlatego ®,,(a) ma co najwyzej jeden dzielnik
trywialny.

Trudniej znalez¢ dzielniki nietrywialne. Wykazemy tu,
ze niemal zawsze jest co najmniej jeden taki dzielnik.
Niech p bedzie najwigkszym dzielnikiem pierwszym
liczby n. Wystarczy wykazaé, ze ®,(a) > p — w takiej
sytuacji nawet gdyby p okazal sie dzielnikiem
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trywialnym, to réwnosé v, (®,(a)) = 1 implikuje istnienie
dzielnika ®,,(a) réznego od p, a zatem nietrywialnego.
Zapiszmy n = mp. Nietrudno udowodnié, ze dla p | m
zachodzi @, (x) = ®,,(2P), a w przeciwnym przypadku
D, ()P, (x) = @y (aP) — wystarczy poréwnaé pierwiastki
wielomianéw po obu stronach (por. Ai,). Ta pierwsza
réwnosé pozwala tez wywnioskowaé, ze jesli kazdy
dzielnik pierwszy liczby ¢ jest dzielnikiem pierwszym
liczby m, to @y (2) = Py (2h).
Poniewaz (a — 1)¢™ < @, (a) < (a+1)?™ dla a > 2
(znéw |Ad,), otrzymujemy

®,,(aP) (aP—1)#m) aqP—1 _2P—1
max{1,®,,(a)} = (a+1)¢(m = a+1 = 3
Jest jasne, ze sz’l >pdlap > 3. Jezeli p =2, to
n =2F =2t oraz ®,(a) =a’+1>2. Dlap=3
mozliwe sg dwie sytuacje. Dla n = 3¥ = 3t mamy
®,(a) =a? +a' +1 > 3. Jesli n = 2k 3%2 = 6t, to mamy
®,,(a) = a®" — a® + 1, co jest wieksze od 3, gdy a > 2 lub
t > 1. W przypadku a = 2 i t = 1 mamy Pg(2) = 3, i nie
ma tu dzielnika nietrywialnego. WykazaliSmy zatem:
Twierdzenie. Jeslin > 3, a > 2 oraz (n,a) # (3,2),
to liczba ®,(a) ma nietrywialny dzielnik pierwszy p,
tzn. rzqd a modulo p wynosi n.

= =

®,,(a) =

1. W zaleznosci od réznych m,n > 3 oraz a > 2 wyznaczy¢ NWD(®,,(a), @,,(a)).
2. Niech w(n) oznacza liczbe réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.
Udowodnié, ze dla nieparzystego n zachodzi nieréwnoéé w(2" — 1) > 2« — 1,
Rozwazmy ciag (22 —1,2% 1,24 -1, ... ) Wykazaé, ze kazdy wyraz tego
ciagu ma dzielnik pierwszy, ktorego nie ma zaden wyraz poprzedni, z jednym
tylko wyjatkiem: 26 — 1. (Bang, 1886)

(Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia Zsigmondy’ego, o ktérym jeszcze kiedy$

4. Udowodnié, ze dla kazdego naturalnego n > 2 istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych, ktore daja reszte 1 z dzielenia przez n.
(Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia Dirichleta).
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