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Kolejne petle algorytmu odpowiadaja
kolejnym wierszom pélszachownicy.
Wartoécig 0 oznaczamy fakt, ze w danym
wierszu nie postawiliSmy wiezy.

Jezeli mamy wiecej wiez niz wierszy, to
nam si¢ nie uda — zwracamy 0 (linia 2).
Jezeli postawiliSmy juz wszystkie wieze,
to zwracamy 1 (linia 3). Jezeli zaden

z tych warunkéw nie zachodzi, to jest co
najmniej jedna wieza do postawienia,

a wierszy co najmniej tyle co wiez.
Najpierw rozpatrujemy niepostawienie
wiezy w ostatnim wierszu (linia 4),

a nastepnie postawienie jej kolejno

w kolumnach 1,2,...,n, jezeli sa puste
(linie 5-9).

Oznacza to z grubsza, ze liczba krokéw,
jakie algorytmy wykonuja, moze by¢
rzedu n!l.

Potszachownica Oskar SKIBSKI*

Rozstania sa ciezkie. Czasem trzeba podzieli¢ sie wspdélnymi ksigzkami, czasem
wspolnym psem. Najgorzej jest jednak, gdy mamy wspdélna szachownice. Jezeli
nie dojdziemy do porozumienia, to mozemy skonczy¢ z potowa szachownicy.

A jak negocjacje p6jda bardzo Zle, to z poltowa tréjkatna, na ktérej nie mozemy
nawet poéwiczy¢ debiutdw.

Dla takiej dziwnej pélszachownicy zastanowimy si¢ nad klasycznym problemem:
na ile sposobow mozemy rozstawi¢ kilka, powiedzmy 4, nieatakujace si¢ wieze?
Wieze atakuja sie, kiedy sg w tym samym wierszu lub w tej samej kolumnie.

Jezeli uczylismy sie kiedy$ programowac, to aby odpowiedzie¢ na to pytanie,
mozemy napisaé¢ prosty program, ktéry rozwazy wszystkie mozliwe rozstawienia
wiez i dla kazdego sprawdzi, czy jest poprawne. Jesli jest — dodajemy do naszego
licznika jeden. Ponizej znajduje sie pseudokod takiego programu (w ktérym,
o dziwo, wcigcia tworza pélszachownice).

1: ile<+ 0

2: for i1 < 0to 7 do

3: for i3 < 0 to 6 do

4: for i3 < 0 to 5 do

5: for iy + 0 to 4 do

6: for i5 < 0 to 3 do

7: for ig < 0 to 2 do

8: for i7 + 0 to 1 do

9: if wérdd (iq,...,i7) sa 4 dodatnie liczby i sa rézne then
10: tle < ile + 1

11: return ile

Ten algorytm dziala i wyznaczyl liczbe 1701. Czuje jednak, ze Bardziej
Doswiadczeni Czytelnicy, widzac go, mogli ztapac sie za glowe. Nasze
rozwigzanie nie jest bowiem idealne (tagodnie méwiac). Widzimy na przyklad,
ze gdybysmy mieli plansze o 20 wierszach, musielibySmy napisa¢ nowy program,
ktory miatby 20 petli. Czy da si¢ tego uniknaé? Oczywiscie, ze tak — wystarczy
uzy¢ rekurencji.

Napiszmy funkcje, ktéra — wiedzac, ile wierszy (n) i wiez (k) zostalo jeszcze
do rozpatrzenia oraz ktére kolumny sa juz zajete (kolumnyl[i] € {0,1} to liczba
wiez w i-tej kolumnie) — policzy, ile jest rozmieszczen wiez. Funkcja ta bedzie
wywolywala siebie sama dla mniejszej liczby wierszy. Nie jest to problemem,
musimy tylko zadbaé¢ o warunki brzegowe, aby obliczenie si¢ zakonczyto.

1: function LicZBAROZSTAWIEN(n, k, kolumny)

2 if n < k then return 0

3 if £k =0 then return 1

4: ile < L1CZBAROZSTAWIEN(n — 1, k, kolumny)

5: for i <1 ton do

6 if kolumny[i] = 0 then

7 kolumnyl[i] + 1

8 tle < ile+L1CZBAROZSTAWIEN(n — 1, k — 1, kolumny)
9 kolumnyl[i] + 0

10: return ile
11: return LICZBAROZSTAWIEN(7, 4, [0,0,...,0])

Ten algorytm tez dziala i tez wyszto mu 1701. Zaczynamy podejrzewac, ze jest
to zatem dobry wynik. A jak szybkie sg nasze algorytmy, czyli jaka jest ich
ztozonosé? Koszmarna! O(n!)! Zamiast programowaé, musimy chyba jednak
pomysleé.

Oba powyzsze algorytmy w trakcie dzialania przegladaja wszystkie mozliwe
rozstawienia wiez. Nie musimy jednak tego robi¢ — zalezy nam przeciez tylko
na ich liczbie. Niech A(n, k) bedzie szukana liczba rozstawien k wiez na
potszachownicy o n wierszach. Zastanowmy sie, jak, znajac liczbe rozstawien
dowolnej liczby wiez dla mniejszej pdlszachownicy, wyznaczyé A(n, k).
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Okazuje sie, ze tabelka tez jest
pélszachownica. Przypadek?

;1} =7, bo mamy

7 podzialéw zbioru {1, 2, 3,4}:
{{1},{2,3,4}}, {{1,2},{3,4}},
{{1,3},{2,4}}, {{1,4},{2,3}},
{{1,2,3}, {4}}, {{1,2,4},{3}} i w koiicu
{{1.3,4}, {2}}.

Przyktadowo {

Tak, tak, mozna tez wybra¢ nudng Sciezke
i pokazaé, ze liczby Stirlinga spelniaja
analogiczne réwnanie rekurencyjne

i warunki brzegowe. Ten dowdéd, chociaz
poprawny, ma w sobie tyle polotu co nasz
pierwszy algorytm.

8 7 6 5 4 3 2

Powyzsze rozstawienie wiez odpowiada
podzialowi {1,...,7,8} na 4 podzbiory:

{1,5,7,8}, {2}, {3,4}, {6}.

W rozstawieniach tych albo w ostatnim wierszu jest wieza, albo nie. Rozstawien
bez wiezy jest dokladnie tyle samo co rozstawien k£ wiez na planszy bez
ostatniego wiersza, czyli A(n — 1, k). Rozstawienia z wieza w ostatnim wierszu to
po prostu rozstawienia k — 1 wiez na planszy bez ostatniego wiersza rozszerzone
o dostawienie wiezy w ostatnim wierszu. Te wieze zawsze mozemy dostawié

na n — (k — 1) sposob6w, bo (k — 1) kolumn jest juz zajetych. Dostajemy wiec
nastepujace réwnanie rekurencyjne:

An k) =An—-1,k) +(n—k+1)An—1,k—1) dlan>k>0.
Dodatkowo musimy przyja¢ A(n,0) =1 oraz A(n,k) = 0 dla n < k. Mozemy
teraz sformutowaé algorytm dynamiczny oparty na powyzszym réwnaniu
rekurencyjnym, ktéry po prostu wypelnia tabelke znajdujaca si¢ na marginesie.

1. A < int[0..n][0..n]

2: for i <~ 0 ton do

3: for j < 0 ton do

4 if j > i then Afi,j] + 0

5: else if j =0 then A[i,j] + 1

6: else Afi,j] « Ali — 1,j]+ (i —j+1)Ali — 1,5 — 1]
7

return Aln, k] >Unasn=71ik=4

Ten algorytm dziata w czasie O(n?). No i znowu znalezlismy liczbe 1701!

Jezeli zalezato nam tylko na efektywnej metodzie znalezienia wyniku, to moze
nam to wystarczy¢, jednak z naukowej ciekawosci fajnie byloby troche lepiej
zrozumieé, czym sg liczby w tej tabelce. Na pierwszy rzut oka nie przypominaja
niczego szczegblnego. Sprébujmy jednak jakos je wytropic.

W tym celu wpiszmy ciag zlozony z kolejnych wierszy (1,1,1,1,3,1,1,6,7,...)
w internetowa encyklopedie ciagdw: joeis.org. Okazuje sie, ze jest to ,,odbity
tréjkat liczb Stirlinga drugiego rodzaju”. Co to znaczy? Liczby Stirlinga drugiego
rodzaju opisuja liczbe réznych podzialéw zbioru na podzbiory. Konkretniej, dla
liczb naturalnych n, k, {Z} to liczba mozliwych podzialéw zbioru zltozonego
z n rozréznialnych elementéw na k podzbioréow. Rzeczywiscie, patrzac na trojkat
liczb Stirlinga, widzimy, ze wyglada prawie identycznie jak nasz — jest tylko
troche przesuniety (o jeden wiersz i kolumne w dél) i kazdy jego wiersz ma
odwrécona kolejnos¢. Dokladniej:

n+1
Aln,k) = {n—|—1—k
Chwila, chwila, zliczaliémy rozstawienia wiez i wyszly nam podzialy zbioru?
Jakiemu podzialowi ma niby odpowiadaé rozstawienie wiez z poczatku artykutu?
Jest to co najmniej dziwne. Okazuje si¢ jednak, ze istnienie tej odpowiedniosci
to prawda! I to nie byle jaka, bo to taka prawda, ktéra mozna ladnie udowodnié.
A takie prawdy to jest to, co w Delcie lubimy najbardziej.

} = liczba podzialéw {1,...,n+1} na n+1—k podzbioréw.

Dodajmy sztuczny (n + 1)-szy wiersz i ponumerujmy kolumny péiszachownicy od
prawej do lewej, zaczynajac od 2. Teraz polszachownica sktada si¢ z wszystkich
pol o wspélrzednych (i,7), gdzie 1 < i < j < n+ 1 (pierwsza wspdlrzedna
odpowiada wierszowi, a druga kolumnie). Postawienie wiezy w i-tym wierszu
bedziemy teraz odczytywaé jako informacje, ktora liczba jest po i w jej
podzbiorze. Jezeli wieza stoi na polu (4, ), to po i jest j (np. wieza na polu (1,5)
oznacza, ze po 1 jest 5). Z kolei jezeli i-ty wiersz jest pusty, to 4 jest ostatnia
liczba w swoim podzbiorze. Z faktu, ze wieze sie nie atakuja, wiemy, ze

te informacje sa niesprzeczne — nie wiecej niz raz wskazemy poprzednika

i nastepnika kazdej liczby. Laczac te fakty, dostajemy pewien podzial zbioru
{1,...,n+ 1}. Na ile czesci? Tyle, ile wierszy jest bez wiez, czyli dokladnie

n + 1 — k. Doktadnie tak, jak miato wyjsé!

7Z réznych rozstawien wiez oczywiscie wyjda rézne podzialy. Ale czy dostaniemy
je wszystkie? No tak, bo latwo wskaza¢ konstrukcje dzialajaca w druga

strong: z podzialu mozemy dosta¢ rozstawienie nieatakujacych sie wiez,

po prostu wypisujac pary elementéw sasiadujacych w jego zbiorach, np.
{{1},{2,5,6,8},{3},{4,7}} da nam wieze (2,5), (5,6), (6,8), (4,7). I to konczy
nasz piekny dowdd.
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