Rys. 6. Zaokraglone serce albo
dwupalczasta stopa

Rys. 7. Wykres funkcji y = |z|3/2

(mozna sobie wyobrazi¢, ze dopelniony
tukiem od géry)

W odréznieniu od ,zewnetrznych
kopczykow” te ,wewnetrzne” zawsze maja
jakas$ niegltadkosé. Dobrym ¢wiczeniem
jest pokazanie, ze funkcja dgpr nigdy nie
jest rézniczkowalna w punkcie x € F
najdalszym od brzegu.

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Rozwigzanie zadania M 1772.
Oznaczmy przez S zbiér punktéw
z zadania. Rozwazmy jeden z punktéw

A € S, ktory jest konncem dokladnie
a odcinkéw. Rozpatrzmy prostg ¢
przechodzaca przez A, ktéra nie jest

réwnolegta do zadnej z prostych
taczacych pary punktéw z S. Przesuwajac
réwnolegle prostg £, mozemy otrzymac
proste £q i £ (réwnolegte do £), ktére

w pasie pomiedzy nimi nie zawieraja ani
jednego punktu z S, za wyjatkiem
punktu A.

Niech prosta ¢; przecina doktadnie

z odcinkéw wychodzacych z punktu A.
Wtedy {2 przecina pozostate a — x
odcinki, gdyz kazdy odcinek wychodzacy
z punktu A przecina doktadnie jedna

z prostych ¢; i 2. Ponadto kazdy odcinek
taczacy dwa punkty z S, rézne od A, albo
przecina obie proste ¢1 i £, albo zadnej.
Wobec tego liczby odcinkéw przecietych
prostymi ¢1 i £3 réznig si¢

oz — (a—x) =2z — a. Zgodnie

z warunkami zadania liczba ta musi by¢
parzysta. Oznacza to w szczegdlnosci, ze
a jest liczba parzysta.

Co dalej? Dalsza zabawa piaskiem prowadzi do wniosku, ze sytuacja jest
jeszcze ciekawsza. Sg ksztalty, jak na rysunku 6, gdzie foremka ma kant, ale
kopczyk jest gtadki mimo to. Kluczowe jest tutaj, ze kant jest skierowany
do wewnatrz; powoduje on, ze funkcja odleglosci nie jest rézniczkowalna na
zewngtrz foremki, ale tego juz nie widzimy. Podobny efekt uzyskamy, jesli
nasypiemy sobie piasku na stope.

Sa tez foremki jak ta na rysunku 7, ktora wydaje sie gtadka, ale kopczyk ma
krawedz az do brzegu. Tu diabel tkwi w szczegdlach — okazuje sie, ze brzeg

foremki nie jest dostatecznie gladki. Owszem, ma wszedzie okreslong prosta
styczna, ale jego krzywizna jest nieograniczona. W jezyku analizy: funkcja |z
jest rozniczkowalna, ale tylko raz, a dwukrotnie juz nie.

|3/2

Wreszcie, ciekawy jest przypadek, gdy usypujemy kopczyk na zewngtrz foremki
— w nastepnym numerze ukaze si¢ artykul Stawomira Dinewa po$wiecony temu

zagadnieniu. Trudno sobie wyobrazié, jak taki kopczyk wykona¢ w piaskownicy —
na plazy by¢ moze bylaby szansa — ale sam problem okazuje sie¢ catkiem bogaty
od strony czysto matematycznej. Foremki, dla ktérych ,zewnetrzne kopczyki” sa
gladkie, catkowicie charakteryzuje twierdzenie Motzkina. .. ale o tym za miesiac!

O czym lepiej zapomniec?
Wojciech PRZYBYSZEWSKI*

Mam wrazenie, ze jeszcze kilka lat temu kazda reklama laptopa skladata

sie wylacznie z wykrzykiwanych przez lektora kolejnych angielskich skrétéw
(np. RAM, SSD, HDMI), czasami wraz z warto$ciami liczbowymi je opisujacymi.
Wydaje mi sig, ze celem tych reklam nie bylo przekazanie widzowi informacji

o parametrach sprzedawanego sprzetu, a jedynie zrobienie wrazenia na tych,
ktérzy nie wiedzieli, co oznaczaja wymienione skréty i wartosci liczbowe, tak aby
zyskali przekonanie, ze prezentowany laptop korzysta z najnowszych technologii
w ich najlepszym wydaniu. Z biegiem czasu ilos¢ takich reklam sie zmniejszata,
pewnie przez fakt, ze coraz wiecej konsumentéw ma Swiadomos¢, czym rézni sie
np. pamie¢ RAM od dysku SSD.

W tym artykule skupimy sie wlasnie na parametrach zwiazanych z pamiecia.
Wiemy, ze rodzajow pamiegci w komputerze jest kilka — mamy m.in. rejestry,
cache, RAM, dysk SSD, dysk twardy. To, czym si¢ one od siebie réznia, $wietnie
opisal Tomasz Idziaszek w artykule Pamieé w komputerze w Ajq. Nie bedziemy
tutaj powtarza¢ calego artykulu, ale wspomnimy tylko najwazniejszy wniosek
— gléwne roznice pomiedzy wymienionymi rodzajami pamieci to ich cena

i szybko$¢ dostepu do danych. Im szybszy jest jaki$ rodzaj pamieci, tym jest
drozszy i mniej mamy go w komputerze. Dla przykladu laptop, na ktérym pisze
ten artykul, ma 477 GB pamieci na dysku SSD i 16 GB (czyli prawie 30 razy
muiej) szybszej pamieci RAM.

W jaki sposéb ta zaleznos$é miedzy iloscia a szybkoscia réznych rodzajéw
pamieci wplywa na dzialanie procesora? Generalnie zasada jest prosta — jesli
procesor musi skorzystaé¢ z danych, ktére znajduja sie w wolniejszej pamieci,

to przenosi je do szybszej pamieci, aby mie¢ do nich latwiejszy dostep. W teorii
brzmi $wietnie, ale przeciez szybszej pamieci mamy mniej. Co, jesli procesor
chce przenieéé jakies dane z dysku SSD do pamieci RAM, ale okazuje sig, ze
jest ona juz w calodci wypelniona? Nie ma rady, trzeba wtedy co$ z pamieci
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Rozwigzanie zadania F 1090.
Roztwér wody z myditem tworzy powloke
banki. Ma ona dwie powierzchnie
rozdzialu roztworu i powietrza:
wewnetrzng i zewnetrzna. W zwiagzku

z tym zwiekszenie pola powierzchni

S = 47r? powloki (rozmiaru banki) o dS
wymaga wykonania pracy dW = 20dS.
Na powloke banki dziata réznica cisnien
wewnatrz banki p i ci$nienia
zewnetrznego pg. W stanie réwnowagi dla
banki o promieniu r praca tych sit
potrzebna do powigkszenia promienia

o dr jest rébwna pracy potrzebnej do
kszenia powierzchni powloki

0 dS = 4n((r +dr)? — r?) ~ 8mwrdr:

zZwie

(p—po)Sdr = '177‘“)([)
a wiec:
4o
p=rpo+—.
”

Zgodnie z prawem Archimedesa barka
bedzie sie¢ unosita, gdy gestosé p
powietrza w jej wnetrzu bedzie mniejsza
od gestosci pp powietrza na zewnatrz
(pomijamy ciezar powloki banki). Jest to
mozliwe, gdy temperatura 7T}, w bance
jest wyzsza niz temperatura 7' na
zewnatrz. W intere
temperatur i ci$ni

sujacym nas przedziale
i powietrze doskonale
spelnia réwnanie gazu doskonalego.
Gestosé gazu doskonalego

o temperaturze 7' pod cisnieniem p
wynosi:
np

RT’

o oznacza tu mase molowa gazu

(powietrza), R uniwersalng staly gazows.
Otrzymujemy warunek:

Ao

s Ty, —T > T.

P < po
Po

Dla danych z tresci zadania
T, — T > 0,018 K.
Mozemy jeszcze sprawdzi¢, czy pominiecie
masy powloki banki nie jest zbyt grubym
przyblizeniem. Grubosé takiej powtoki
§ ~ 1 pm, a jej gestosé jest réwna gestosci
wody, 1 g/cm®. Masa powtoki bariki
o promieniu 2 cm wynosi wigc
okoto 5,1 mg, co stanowi okolo 12% masy
powietrza wypartego przez banke.
Dane liczbowe w tym zadaniu zostaly
zaczerpniete z pracy o ksztalcie wielkich
baniek mydlanych: C. Cohen,
B. D. Texier, E. Reyssat, J. H. Snoeijer,
D. Quére, and C. Clanet, PNAS 114,
2515 (2017).

W gérnym rzedzie * oznacza, ze wystapil
blad braku strony. Z kolei w trzech
dolnych wierszach trzymamy zawartos$é
pamieci szybkiej po wezytaniu kolejnej
strony, w kolejnosci, w jakiej byty
zaladowane do pamieci.

po)dr = 87nr - 20dr,

RAM usunaé (np. zapisa¢ cze$é¢ danych z powrotem na dysku SSD, zwalniajac
fragment RAM-u). No dobrze, ale jak wybraé, ktére dane odeslemy na SSD?
Na pewno jesli w RAM-ie mamy jakie$ dane, z ktérych nie bedziemy korzystaé
w najblizszym czasie, to wydaja sie one dobrym kandydatem — przeciez i tak
nie sg nam potrzebne w pamieci z szybkim dostepem. Ponadto, jesli do jakiejs
porcji danych odwotujemy sie co chwila, to odestanie ich na dysk SSD skonczy
sie tym, ze za chwile znéw bedziemy musieli je Sciagga¢ do RAM-u, co spowolni
dziatanie komputera. Wida¢ wiec, ze podjecie wtasciwej decyzji jest kluczowe dla
zapewnienia efektywnego dziatania komputera.

Teoretyczny model pamieci w komputerze

Aby przeanalizowaé przedstawiony problem w szczegdlach, postuzymy sie
uproszczonym modelem pamieci w komputerze. Zatozymy mianowicie, ze mamy
tylko dwa jej rodzaje — pamieé¢ szybka i pamie¢ wolna. Komputer zwykle operuje
na wiekszych fragmentach pamieci, nazywanych stronami (w zaleznosci od
kontekstu méwimy tez o blokach albo ramkach) — typowy rozmiar strony to
co$ rzedu 4 kB. Przyjmiemy wiec, ze w pamieci szybkiej mozemy pomiescié
maksymalnie k stron danych (inaczej mozna powiedzieé, ze sklada sie ona

z k ramek), natomiast pamie¢ wolna jest nieograniczona i moze pomiescié
nieskonczenie wiele stron. W trakcie swojego dzialania procesor potrzebuje
czasami odwola¢ sie do danych znajdujacych sie na konkretnych stronach. Jesli
strona s, do ktoérej procesor chce sie¢ odwotaé, znajduje sie akurat w pamieci
szybkiej, to nie ma zadnego problemu. Gorzej, jesli strony s w pamieci szybkiej
nie ma — wtedy mamy do czynienia z bledem braku strony (ang. page fault).
Procesor musi sprowadzi¢ strone z pamieci wolnej do pamiegci szybkiej, co
zajmuje pewien czas. Ponadto, jesli w pamieci szybkiej mamy juz zajete
wszystkie k ramek, to procesor musi wybraé jedna strone s’, ktéra aktualnie
znajduje sie w pamieci szybkiej, i usunaé ja (inaczej: zapomnieé) poprzez
odestanie jej do pamieci wolnej. Oczywiscie chcielibyémy w taki sposéb wybiera¢
strong do zapomnienia, zeby zminimalizowaé¢ liczbe bltedéw braku strony

w czasie dziatania procesora. W ten sposob zapewnimy, ze komputer bedzie
dziata¢ efektywnie.

Strategia FIFO

Jednym z mozliwych algorytméw wyboru, ktéra strone zapomnieé, jest
strategia FIFO (ang. first in, first out). Zgodnie z jej zalozeniami, jesli musimy
zapomnie¢ ktéras strone, to wybieramy te, ktéra byla najdawniej zaladowana
do pamieci szybkiej. Przesledzmy dzialanie tego algorytmu na konkretnym
przykladzie. Zal6zmy, ze w pamieci szybkiej mozemy zmieéci¢ k = 3 strony, zas
procesor generuje kolejno odwotania do stron D, E,C, A, D, E,B,D,E,C, A, B.
Oczywiscie na samym poczatku nasza pamieé¢ szybka jest pusta, wiec pierwsze
odwolanie do strony D spowoduje btad braku strony i zaladowanie D. Podobnie
bedzie przy dwéch kolejnych odwolaniach do stron E i C. Po tych trzech
pierwszych odwotlaniach mamy 3 btedy braku strony i trzymamy w pamieci
szybkiej strony D, E,C. Kiedy procesor generuje odwolanie do strony A, znowu
mamy blad braku strony. Tym razem jednak musimy zdecydowaé, ktéra ze
stron aktualnie trzymanych w pamieci szybkiej zapomnimy. Skoro trzymamy
si¢ strategii FIFO, to decydujemy sie na usuniecie D, poniewaz ona byta
najwczeéniej dodana. Mamy wiec juz 4 btedy braku strony, a w pamieci szybkiej
trzymamy FE, C, A. Dalszy przebieg algorytmu zaznaczamy w tabelce ponizej.

Ciagodwotan | D| E|C|A|D|E|B|D|E|C|A|B
Zawartosc DIDID|IE|C/A|D| D D|E|B|B
szybkiej E|E|C|A|D|E|E|E|B|C|C
pamieci C/A/D|E|B|B|B|C|A|A

Tabela 1. Strategia FIFO z trzema ramkami w pamieci szybkiej
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Rozwigzanie zadania M 1773.
Rozwazmy dowolny punkt P podstawy.

Udowodnijmy, ze jest on pokryty jednym
z tréjkatéw z zadania. Rozwazmy sfere w
lezacg wewnatrz ostrostupa i stycznag do
podstawy w punkcie P. Zwigkszamy jej
promien, zachowujac punkt stycznosci, do
momentu az po raz pierwszy w bedzie
styczna do pewnej Sciany ostrostupa — bez
straty ogdlnoéci przyjmijmy, ze jest to
$ciana SAj A, a przez Q oznaczmy punkt
stycznosci tej $ciany z w.

Wtedy z réwnosci odcinkéw stycznych do
sfery PA1 = QA oraz PAs = QA,,
zatem tréjkaty PA1 Az i QA1 Az sa
przystajace. Oznacza to, ze obracajac
Sciang SA; Az wokél Ay As, tak aby
pokryta si¢ z tréjkatem X, A1 Az

w plaszczyznie podstawy, otrzymujemy,
ze punkt Q przechodzi na punkt P.

W szczegdlnosci P lezy wewnatrz tréjkata

X1A1As.

Laszl6 Bélady (1928-2021) — wegierski
informatyk pracujacy zaréwno na
uniwersytetach, jak i w sektorze
prywatnym.

Tym razem w trzech dolnych wierszach
trzymamy zawartos¢ pamiegci szybkiej po
wczytaniu kolejnej strony w kolejnosci
ostatniego odwotania.

Okazalo sie, ze dla tego ciagu strategia FIFO spowodowala az 9 btedéw braku
strony. Jednak prawdopodobnie bylo to spowodowane tym, ze mieliSmy tylko

k = 3 ramki do dyspozycji. Oczywiscie, gdyby ramek bylo wiecej, to bltedéw braku
strony byloby mniej. Dla przykladu zobaczmy w tabelce, co dzieje sie dla k = 4.

Ciagodwoltan | D | E| C|A|D|E | B|D|E|C|A|B
Jovartose | P |D|[D|[D|D|[D[E|[C|A|B|D|E
avg. 08¢ E|E|E|E|E|Cc|A|B|D|E]|C
SZyDEIS) clclclc|A|lB|D|E|C]|A
patmect A|A|A|B|D|E|C|A|B

Tabela 2. Strategia FIFO z czterema ramkami w pamieci szybkiej

Czyli rzeczywiscie dla wiekszej liczby dostepnych ramek algorytm FIFO zrobit
mniej bledéw braku strony. Zaraz! Przeciez teraz mieliémy 10 takich bledéw,

a dla trzech ramek bylo ich tylko 9! Jak to mozliwe, ze gdy mamy wiecej
dostepnej pamieci, powstaje wiecej bledéw braku strony, ktére spowalniaja
procesor? Czy w takim razie, zeby przyspieszyé¢ nieco swéj komputer,
powinienem zmniejszy¢ ilo$¢ dostepnego RAM-u? Przeciez to brzmi absurdalnie.

Cecha niektérych algorytmoéw wymiany strony jest to, ze przy odpowiednio
spreparowanym ciagu odwolan zwiekszenie liczby dostepnych ramek w pamieci
szybkiej zwieksza liczbe bledéw braku strony. Taka sytuacje nazywamy anomalig
Bélady’ego, od nazwiska informatyka, ktéry w 1969 roku zademonstrowal ja po
raz pierwszy. Nie oznacza to jednak, ze przy kazdym ciggu odwolan zwiekszenie
liczby ramek bedzie skutkowalo wieksza liczba bledéw. Dla przykladu, jesli dla
rozwazanego ciggu zwiekszymy dostepna szybka pamieé¢ do k = 5 ramek, to wtedy
bledéw braku strony bedzie juz tylko 5.

Algorytm FIFO, mimo ze jest bardzo prosty w implementacji (wystarczy
trzymaé jedna kolejke ze stronami wezytywanymi do pamieci szybkiej), nie jest
w praktyce uzywany we wspolczesnych systemach operacyjnych. Wynika to

z tego, ze nie bierze pod uwage, czy do jakiej$ strony byly ostatnio odwolania,
a tylko kiedy byla wczytana, co intuicyjnie nie ma zwiazku z czestoscia
korzystania z niej.

Strategia LRU

Strategia, ktora wydaje sie lepszym rozwiazaniem problemu zarzadzania
pamiecia, to LRU (ang. least recently used). Méwi ona, zeby usuwaé te strone,
ktora byla uzywana najdawniej. Jest ona trudniejsza do implementacji od
strategii FIFO, ale we wspdlczesnych systemach operacyjnych uzywa sig jej
albo jakichs$ jej przyblizen. Zobaczmy, jak strategia ta radzi sobie z rozwazanym
ciagiem odwotan, analizujac jej dzialanie dla k = 3 ramek w tabelce ponizej.

Blad x| ok [k [ x| x| x| % x| o+ | x
Ciagodwotan | D | E|C|A|D|E|B|D|E|C|A|B
Zawartosé DD/ D|IE|C|A|D|E|B|D|E]|C
szybkiej E|IE|C|A|D|E|B|D|E|C]|A
pamieci C/|A|D/ E|B|D|E|C|A|B

Tabela 3. Strategia LRU z trzema ramkami w pamieci szybkiej

Wyszto nam 10 bledéw braku strony. Czy jesli dotozymy jeszcze jedna ramke
(k = 4), to liczba bledéw sie zwigkszy? Zachecamy Czytelnika do samodzielnego
sprawdzenia, ile bledow wtedy wyjdzie. Okazuje sie, ze w ogdlnosci zachodzi
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Strategia LRU jest wolna od anomalii Bélddy’ego. To znaczy, dla
dowolnego ciggu odwolar do pamieci S i liczb k1 < ko liczba bledow braku strony
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Rozwigzanie zadania F 1089.
Powstawanie fal na powierzchni jeziora
polega na propagacji okresowych zmian
glebokosci wody. Dzialajaca tu sila jest
sita ciezkosci proporcjonalna do masy
wody. Miarg bezwladnosci jest ta sama
fal na

masa wody, a wigc predkos
jeziorze nie zalezy od gestoSci cieczy
wypelniajacej jezioro. Mozna si¢ o tym
przekonaé na podstawie analizy
wymiarowej. Zalézmy, ze predkos¢
propagacji fal ¢ zalezy od gestosci
cieczy p, gltebokosci cieczy h i wartodci

przyspieszenia grawitacyjnego g, wedlug
wzoru:
@ 3 Yy
cox g- -p- - h
Przeanalizujmy wymiary: kilogram
wystapi tylko w gestosci i nigdzie wiecej,
a wi

gesto Dalsza analiza prowadzi do
1

wniosku, ze a = v = 5. Czterokrotny

wzrost wartosci przyspieszenia

grawitacyjnego powoduje wiec dwukrotny

wzrost predkoéci fal.

Czytelnik Dociekliwy, catkiem stusznie,

1

zapyta, dlaczego w ana
uwzgledniliémy glebokc
uwzglednilismy dlugosc
o wymiarze dlugosci.
sytuacje, gdy h < A. Dla h > X

otrzymujemy:

izie wymiarowej
¢ h, a nie

fali A\, takze

c g A

Doktadna analiza teoretyczna dla fal

o malej amplitudzie prowadzi do ogélnego

wzoru:

w ktérym ,tgh” oznacza funkcje tangens
hiperboliczny. Zadanie i przytoczona
analiza dotyczy tzw. fal grawitacyjnych.
Fale kapilarne opisuja inne zwiazki
uwzgledniajgce napiecie powierzchniowe.

Tym razem w trzech dolnych wierszach
trzymamy zawarto$¢ pamieci szybkiej po
wczytaniu kolejnej strony w kolejnosci,
w jakiej odwolamy si¢ do tych stron

w przyszlosci.

Konkretnie Sleator i Tarjan pokazali
w 1985 roku, ze jesli algorytm optymalny
z kopT ramkami popelni ¢t btedéw braku
strony, to algorytm LRU z kpru = kopT
ramkami popelni takich btedéw
Cco najwyzej

kLru

—(t+ k .
kLru — kopT + 1( oPT)

3 = 0, czyli predkoé¢ nie zalezy od

»Nasz” wzér opisuje

dla ciggu S przy strategii LRU z ko dostepnymi ramkami w pamieci szybkiej nie
bedzie wieksza niz dla strategii LRU z k1 ramkami.

Szkic dowodu. Wystarczy poréownaé¢ zawartos¢ pamieci szybkiej w obu
algorytmach przy danym ciaggu odwotan. W kazdym momencie algorytm

z ko ramkami w pamieci szybkiej trzyma ko stron, do ktérych ostatnio byto
jakies odwotlanie. Skoro ki < ko, to algorytm z ky ramkami przechowuje podzbiér
tych stron. Jesli wiec na jakiej$ pozycji w algorytmie z ko ramkami wystepuje
btad braku strony, to tym bardziej wystapi on w algorytmie z k1 ramkami.

Nie dosé¢ wiec, ze w algorytmie z k; ramkami wystepuje co najmniej tyle samo
bledéw co w algorytmie z ko ramkami, to jeszcze w algorytmie z mniejsza liczba
ramek btad braku strony wystepuje zawsze, gdy wystepuje on w algorytmie

z wiecksza liczba ramek. O

Strategia optymalna

Rozpatrzylismy juz dwa algorytmy wymiany stron. Dla rozwazanego ciagu

przy strategii FIFO z trzema ramkami wystapito 9 btedéw braku strony, a dla
strategii LRU z taka sama liczbg ramek bylo ich 10. Mozna zada¢ sobie pytanie,
ile najmniej bledéw braku strony moze sie pojawi¢ przy odpowiednio dobranej
strategii korzystajacej z takiej liczby ramek. No i oczywiscie jak taka najlepsza
mozliwa strategia wyglada.

Okazuje sie, ze strategie optymalng mozna bardzo tatwo opisaé — z pamieci
szybkiej nalezy zapominac te strone, do ktoérej odwolanie nastapi najpozniej
w przysztodci. Dla rozwazanego ciagu jesli zastosujemy strategie optymalna

z k = 3 ramkami, to po pierwszych trzech bledach braku strony, kiedy to
wezytamy do pamieci D, E, C, widzac nastepne odwolanie do strony A,
zapomnimy z pamieci strone C'. Rzeczywiscie, do strony D bedziemy sie
odwolywaé juz w kolejnym kroku, do strony E jeszcze w kolejnym, podczas
gdy nastepne odwotanie do strony C' wystepuje dopiero za szes¢ krokow. Jak
dokladnie zadziata algorytm optymalny dla k = 3, przeanalizujmy w ponizszej
tabelce.

Blad * | ok | x| x * * | *
Ciggodwoltan | D | E| C|A|D|E | B|D|E|C|A|B
Zawartosé DD/ D/ D|E|D|/D|E|B|B|B|B
szybkiej E|E|E|D|E|E|B|E|C|]A|A
pamieci C|lA/A|/A/B|D|D|/E|B|C

Tabela 4. Strategia optymalna z trzema ramkami w pamieci szybkiej

Tym razem byto tylko 7 btedéw braku strony, czyli rzeczywiscie mniej niz dla
strategii FIFO i LRU. Pozostawiamy Czytelnikowi dowdd, ze tak zdefiniowana
strategia jest rzeczywiscie optymalna, czyli dla kazdego mozliwego ciggu
odwotan popelni nie wiecej btedéw braku strony niz dowolna inna strategia

z taka samg liczba ramek. Oczywiscie wlasnos¢ ta oznacza, ze strategia
optymalna jest wolna od anomalii Bélady’ego.

Skoro znamy strategie optymalna, to czemu w ogdle rozwazaliémy FIFO i LRU?
Jako ze jest optymalna, to przeciez najbardziej oplaca sie ja zaimplementowaé
w systemie operacyjnym! Otéz strategia optymalna ma jedng podstawowsa
wade — nie da sie jej zaimplementowaé¢ w praktyce. Decyzja o tym, ktora strone
usunaé, wymagala, zeby przeanalizowaé, jakie odwotania do stron pojawia

sie w przyszloéci, a przeciez zaden komputer nie potrafi przewidzieé, co zaraz
zrobi uzytkownik. Ma on wiedze tylko o tym, jakie odwotania pojawiaty sie

w przeszlodci. Tak to niestety sie czasami zdarza, ze teoretycznie najlepsze
rozwiazania nie sa mozliwe do zrealizowania w praktyce. Okazuje si¢ jednak,

ze strategia LRU z 2k stronami popelni z grubsza dwa razy wiecej btedéow braku
strony niz strategia optymalna z k stronami. To jednak temat na zupelnie inny
artykul.
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