* Nauczyciel, Warszawa

O zasadzie szufladkowej pisaliSmy
np. w Ag4 oraz A?S.

Dziekuje Szymonowi Gramatnikowskiemu
za zainspirowanie przedstawionego obok
rozumowania.

W ogdélnym przypadku, jesli liczba 9 nie
jest w czerwonej grupie, to zamienmy ja
miejscami z liczbg mniejsza niz 15

z czerwonej grupy (jezeli taka liczba nie
istnieje, to po prostu dotézmy 9 do tej
grupy). W efekcie otrzymamy nowy
podzial na grupy, w ktérym liczba 9 juz
jest w czerwonej grupie, a ponadto jesli
iloczyn 142 nie byl przekroczony
wczesniej, to nadal nie bedzie.

Uwaga. Osiggnietego tu oszacowania nie mozna juz
poprawié¢. Istotnie, jesli w pierwszej grupie umieécimy
liczby 3, 5, 7, w drugiej — 9 i 15, a w trzeciej 11 i 13, to
otrzymujemy iloczyny 105, 135, 143, z ktérych zaden

nie jest wiekszy od 143.

Kto da wiecej? Pawel Rafal BIELINSKI*

Czytelnik musi zostaé ostrzezony, ze w niniejszym artykule btyskotliwe chwyty
prowadzi¢ beda do gorszych wynikéw. Znacznie lepiej sprawdza sie brutalne,
brudne metody. Kto liczy na zwyciestwo sprytu i dobrego stylu, niech lepiej
zmieni lekture.

Zadanie. Danych jest 7 liczb: 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Zostaly one w nieznany
sposéb podzielone na 3 grupy. Dla wybranej przez siebie liczby naturalnej k
udowodnij, ze iloczyn liczb w pewnej grupie musi wynie$¢ co najmniej k.
Im wieksze k, tym lepiej.

Sposéb 1, k = 105. Wykorzystujac zasade szufladkowa, mozna przekonaé sie, ze
w ktoérejs z trzech grup muszg znalezé si¢ co najmniej 3 liczby. Istotnie, gdyby
w kazdej z trzech grup bylo nie wiecej niz po dwie liczby, to tacznie byloby ich
nie wiecej niz 3-2 =6 < 7. Iloczyn liczb w takiej grupie wynosi za$ co najmniej
3-5-7=105.

Uwaga. Niekiedy oszacowanie tego rodzaju mozna poprawi¢, ignorujac
najmniejsze liczby, zeby skupié¢ uwage na wiekszych. W tym przypadku,
odrzucajac liczby 3, 5, 7, pozostajemy z czterema: 9, 11, 13, 15. Sa to 4 liczby
w trzech grupach, wiec ktoras z grup musi zawieraé¢ przynajmniej dwie z nich.
Jej iloczyn wynosi wéwczas co najmniej 9 - 11 = 99. Zgodnie z zapowiedzia spryt
wcale nam si¢ nie optacit.

Sposéb 2, k = 127. Aby poprawié¢ poprzedni wynik, sprébujemy wykorzystaé
sztuczke podobna do zasady szufladkowej, ale bezposérednio do iloczynu danych
liczb. Ot6z gdyby iloczyn liczb w kazdej z grup wynosil mniej niz 127, to iloczyn
wszystkich liczb we wszystkich grupach bylby nie wiekszy od 126 - 126 - 126 =

= 2000376. Jest to niemozliwe, bo iloczyn danych liczb jest nam znany i wynosi
3:5-7-...-15=2027025. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi tezy.

Uwaga. Poniewaz 127 - 127 - 127 = 2048 383, wiec technika ta nie zadziala

dla zadnego wigkszego k. Mozna natomiast nieco poprawi¢ otrzymany wynik,
zauwazajac, ze iloczyn liczb w kazdej grupie musi by¢ dzielnikiem liczby 2027 025.
Wyklucza to wszystkie liczby od 127 do 134 wlacznie i pozwala uzyskaé¢ k = 135.

Sposéb 3, k = 143. Przypusémy, ze iloczyn w kazdej z grup jest mniejszy

od 143. Analizujac wszelkie mozliwe sytuacje, doprowadzimy do sprzecznosci.
Grupe, w ktorej sktad wchodzi liczba 15, nazwiemy grupa czerwona. W grupie
tej moze znajdowac sie jeszcze co najwyzej jedna liczba, bo w przeciwnym

razie jej iloczyn wyniéstby co najmniej 15 -3 - 5 = 225. Liczba ta moze by¢

co najwyzej 9, bo juz 15 - 11 = 165. Mozemy bez straty ogdlnosci zalozy¢, ze
liczba 9 jest w czerwonej grupie (wyjasnienie znajduje si¢ na marginesie). Poza
czerwong grupa znajduja sie liczby 3, 5, 7, 11, 13. Grupe, w ktérej wystepuje 13,
nazwiemy niebieska. Oprécz liczby 13 moze by¢ w niej jeszcze co najwyzej
jedna liczba, bo juz 13 -3 -5 = 195. Liczba ta moze by¢ rowna co najwyzej 7,
bo 13- 11 = 143. Podobnie jak ostatnio, mozemy zalozy¢, ze liczba 7 jest w grupie
niebieskiej. Oznacza to, ze w pozostalej grupie, ktéra nazwiemy zotta, znajduja
sie liczby 3, 5, 11, ktérych iloczyn wynosi 165! Otrzymalidmy sprzecznosé, ktora
dowodzi tezy.

pracy. Tymczasem Sposob 3 wymagal bardzo
skrupulatnej analizy, ktéra bylaby znacznie trudniejsza
do przeprowadzenia, gdyby danych liczb byto nie 7,

ale chocby 10.

Czytelnikowi pozostawiamy nastepujace wyzwanie.

Powyzsze przyklady obrazuja, ze im glebiej wejdzie

sie w strukture problemu, im wiecej jego szczegdlnych
cech si¢ wykorzysta, tym silniejsze wnioski mozna
wyciggnaé. Tym niemniej, mozna doceni¢ Sposoby 1

i 2, bo one réowniez daja niezle, by¢ moze zadowalajace
oszacowania, i to przy znacznie mniejszym nakladzie

Problem. Danych jest 9 liczb: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13,

15, 17. Zostaly one w nieznany sposéb dobrane

w 4 grupy. Dla wybranej przez siebie liczby naturalnej k
udowodnij, ze iloczyn liczb w pewnej grupie musi
wynie$¢ co najmniej k. Im wieksze k, tym lepie;j.

1


https://deltami.edu.pl/media/articles/2004/08/delta-2004-08-mala-delta-szuflady-pana-dirichleta.pdf
https://deltami.edu.pl/media/articles/2018/09/delta-2018-09-o-ustawianiu.pdf

