Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2024
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po zakonczeniu roku szkolnego 2022/2023
i po sprawdzeniu zadan
760 (WT = 2,6), 761 (WT = 1,83)

Tomasz Rudny Poznan 43,41
Marian Lupiezowiec Gliwice 2-40,56
Jacek Konieczny Poznan 38,28
Tomasz Wietecha Tarnéw 16-37,54
Konrad Kapcia Poznan 2-35,60
Ryszard Wozniak Krakéw 32,96
Ryszard Baniewicz Wtioctawek  1-29,40

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-20,97

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-20,95
Pawel Kubit Krakéw 15,73
Krzysztof Magiera FLosiéw 4-13,42
Jan Zambrzycki Bialystok 4-11,93

Lista obejmuje uczestnikéw ligi, ktérych
stan konta wynosi przynajmniej

10 punktéw i ktérzy przyslali rozwigzanie
co najmniej jednego zadania z rocznika
2021, 2022 lub 2023.

Zadania z fizyki nr 772, 773
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

772. Rakieta jest rozpedzana w wyniku wyrzucania cigglego strumienia gazu,
ktorego predkos$é¢ wzgledem rakiety jest stata i wynosi vg. Poczatkowa predkosé
rakiety jest rowna zeru. Ile wynosi predkos¢ rakiety, gdy jej energia kinetyczna
osiaga warto$¢ maksymalna? Sile ciezkodci zaniedbujemy.

773. Na gbrze ustawionej pionowo zwojnicy lezy cienki kawalek kartonu, a na
nim maty nadprzewodzacy pierscien z cienkiego drutu, ktérego $rednica d; jest
znaczaco mniejsza od srednicy pierscienia D (rys. 1). Po podlaczeniu zwojnicy
do zrédla napiecia U szeregowo z kondensatorem pierécien podskakuje, gdy

U > Uy. Jakie powinno by¢ napigcie zZrodla w analogicznym do$wiadczeniu

z pierscieniem o takiej samej srednicy, ale wykonanego z drutu o Srednicy ds?
Wspélczynnik samoindukeji takiego pierécienia wynosi w przyblizeniu

L =kDin(1,4D/d). Opér zwojnicy mozemy pominac.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2023

Przypominamy tresé¢ zadan:

764. Na rysunku 2 pokazana jest zalezno$¢ wspélczynnika n zalamania osrodkéw I, IT i IIT od
wspoélirzednej z. Waska wigzka swiatla monochromatycznego pada na granice rozdziatu osrodkéw
IiII. Dla jakich katéw padania swiatto przejdzie do osrodka III?

765. Na nieruchomy poziomy walec o promieniu r nalozona jest cienka obrecz o promieniu R
(rys. 2). Znalezé¢ okres matych drgan obreczy w plaszczyznie pionowej. Nie ma poslizgu miedzy

obrecza i walcem.

764. 7 prawa zalamania wynika, ze wzdluz trajektorii promienia warto$¢ wyrazenia
n (z) sin a,; nie zmienia sie (o, — kat padania na granice rozdzialu, ktérej odpowiada
wspbélrzedna x).

Poniewaz w drugim obszarze wspdétczynnik poczatkowo maleje, katy padania beda
rosly w miare zblizania sie do granicy, ktérej odpowiada wspoétrzedna ;1. Styczna do
trajektorii promienia bedzie zblizaé sie do prostopadlej do osi z. Jesli kat padania
w oérodku II osiagnie warto$é m/2, to promieri nie wyjdzie z tego oSrodka. Natomiast
jesli kat padania bedzie mniejszy od 7/2, nawet na granicy o wspdlrzednej 1, gdzie
wspolezynnik zalamania osigga minimalna warto$¢, promien przejdzie z obszaru 11
do III.

W przypadku granicznym mamy:

. . . 1,2
nysinag = n (r1) sin 5 = sinag = T4 ~ 0,86; g~ /3.
Wiazka $wiatta przeniknie do obszaru III dla katéw padania

0<a<n/3.

765. Tarcie jest statyczne, mozemy wiec skorzystaé¢ z zasady zachowania energii
mechanicznej. Gdy srodek obreczy odchylony jest z polozenia réwnowagi o maty
kat ¢ (rys. 4), energia potencjalna ukltadu ma postaé:

E,=Mgh=Mg(R—7)(1—cosp) = Mg(R—7)¢*/2,
gdzie M jest masa obreczy. Energia kinetyczna Ej jest suma energii ruchu $rodka

obreczy, ktéry obraca sie wokoél osi walca z predkoscig V, oraz energii ruchu
obrotowego obreczy wirujacej wokét srodka masy w przeciwng strone z predkoscig v.

Poniewaz nie ma poslizgu, V = v. Zatem
2 2 2 2
Ey = % @% - MV? —M(R’r‘)2((f;:> .
Roézniczkujac po czasie obie strony réwnania E, 4+ Ej = const, otrzymujemy réwnanie
oscylatora harmonicznego:
d*p 9 _
@ tam—pr ="

Czestosé maltych drgan obreczy wynosi w = 1/¢/(2(R —r)), a okres drgan

T =2m/2(R—71)/g.

Zadanie mozemy tez rozwiazaé, traktujac ruch srodka obreczy jako czysty obrot
wokot chwilowej osi obrotu przechodzacej przez punkt stycznoscei z walcem A (rys. 4).
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Roéwnanie ruchu obrotowego ma postac:

2MR%s = —MgRsinp ~ —MgR,

stad przyspieszenie katowe ¢ = —gp/2R, a przyspieszenie liniowe a = eR. Z drugiej
strony a = (R — 1)) d?¢/dt?. Poréwnujac oba wyrazenia na a, otrzymujemy takie samo
jak poprzednio rownanie oscylatora harmonicznego.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 F w roku szkolnym 2022/2023

Sredni wsp6tczynnik trudnosci zadan w omawianym
okresie ma wartos¢ 2,66. W przypadku pieciu z nich jest
wiekszy od trzech.

Nie bylo poprawnych rozwiazan zadania 745 (WT = 3,85)
z kinematyki relatywistycznej. Nalezalo w nim znalezé
predkosé preta poruszajacego sie wzdhuz swojej osi, ktérego
dlugosé, widziana pod zadanym katem przez odlegtego
obserwatora, byta rowna jego dlugosci spoczynkowe;j.

W rozwiazaniu trzeba bylo uwzgledni¢ skrocenie dlugosci
preta w ukladzie spoczywajacego obserwatora oraz fakt,
ze $wiatto docierajace do niego w tym samym momencie

z obu koncéw preta przebywa rézne drogi. Wysylane

jest wczesniej z bardziej oddalonego konca preta, a pret
przemieszcza sie do chwili wyslania sygnatu z blizszego
konica.

W zadaniu 749 (WT = 3,47) nalezalo obliczy¢ sprawnosé
cyklu ztozonego z izobary o malejacej objetosci i izochory
o rosnacym cisnieniu polaczonych na wykresie pV prostym
odcinkiem. Autorzy nadestanych rozwiazan nie uwzglednili,
ze cieplo pobierane jest tylko na czesci tego odcinka, a na
pozostatej czedci oddawane.

Zadanie 754 (WT = 3,51) z elektrostatyki poprawnie
i elegancko rozwiazal Krzysztof Magiera.

W zadaniu 750 (WT = 3,14) nalezalo znalez¢ kat odbicia
od podloza spadajacego, rozkreconego do danej predkosci
kota rowerowego i uwzgledni¢ przypadki odbicia przed

i po zakonczeniu poslizgu. Najlepsze rozwiazanie z bledem
rachunkowym, ktéry spowodowal jednak, ze rozwiazania
dla dwoéch przypadkow sie nie ,zszywaly”, przystal
Marian Lupiezowiec.

Zadanie 743 (WT = 3,1) dotyczylo obwodu ze

zrodlem pradu statego potaczonego szeregowo z dwoma
kondensatorami. Do jednego z kondensatoréw dotaczono
réwnolegle, polaczone w szereg cewke i diode. Poprawnie
na wszystkie pytania odpowiedzial Ryszard Baniewicz,
a z bledem rachunkowym Jan Zarzycki.

W zadaniu 759 (WT = 2,95) metalowe, okragle, réwnolegle
ptytki, ktérych érodki potaczone byty przewodnikiem,
obracaly sie w przeciwnych kierunkach wokél wspdlnej osi
w prostopadlym do plytek polu magnetycznym. Nalezato
znalez¢ napiecia miedzy punktami plytek znajdujacymi sie
naprzeciw siebie. Zadanie rozwiazal bezblednie Konrad
Kapcia, autorzy pozostalych rozwiazan nie uwzgledniali
sity elektrycznej dziatajacej obok sity Lorentza na
elektrony w plytce.

W zadaniu 742 (WT = 2,91) drewniana kulka
przymocowana byta za pomoca nici do dna cylindrycznego
naczynia z woda, w znanej odlegtosci od jego $rodka.
Pytanie byto: do jakiej predkosci katowej nalezato
rozkreci¢ naczynie, aby ni¢ odchylila si¢ od pionu o zadany
kat? Bezbledne rozwiazania nadestali Stawomir Bué

i Pawel Perkowski. W innych, co bylo zaskoczeniem,
pojawilo sie nieprawdziwe zalozenie, ze sita Archimedesa
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spowodowana cisnieniem wody dziata pionowo do gory,

a ni¢ odchyla si¢ na zewnatrz. Tymczasem w obracajacym
sie naczyniu sita odsrodkowa dzialajaca na drewniana
kulke jest mniejsza niz skladowa sity Archimedesa

w kierunku poziomym i warunek réwnowagi zapewnia
dzialajaca na zewnatrz sila naprezenia nici, zatem nié
odchyla sie do srodka naczynia.

Zadne z wymienionych dotychczas nazwisk nie powtérzyto
sie, co Swiadczy o tym, Zze poziom w omawianym roku byt
do$¢ wyréwnany.

W zadaniu 753 (WT = 2,73) z optyki $wiatto wychodzace
z przedmiotu przechodzilo przez soczewke, odbijato

sie od ustawionego pod katem 7/4 do jej osi optycznej
zwierciadla plaskiego, a nastepnie wpadalo do naczynia

z warstwa wody. Nalezalo znalezé odlegtosé tego

naczynia od osi optycznej, aby ostry obraz powstat

na dnie. Rozwiazania ocenione na jedynke, podobne

do ,firmowego”, przystali Konrad Kapcia, Pawet
Perkowski i Tomasz Wietecha. Autorem réwniez
poprawnego rozwigzania, ktére ocenitam subiektywnie
jako odrobine mniej eleganckie, byl Ryszard Baniewicz.
Spodobal mi si¢ pomyst Andrzeja Nowogrodzkiego,
ktory poréwnywal drogi optyczne przebyte przez promienie
w wodzie i powietrzu, ale niestety nie doprowadzil go do
pomyslnego kornca.

Pytania w niektérych zadaniach byly tak dobrane, zeby
mozna bylo na nie odpowiedzieé, stosujac narzedzia
elementarne. Uczestnicy ligi zdecydowanie preferowali
jednak bardziej zaawansowane metody matematyczne, co
czesto pozwalato uogdlni¢ rozwigzania, ale jednocze$nie
bardzo je wydluzato.

W zadaniu 760 (WT = 2,6) ze statyki sznurek przyczepiony
byl dwoma koncami do sufitu i znana byla odlegto$é
srodka sznurka od sufitu. Nalezalo znalezé naprezenie
sznurka w najnizszym punkcie i w polowie odleglosci

od sufitu. Zadanie rozwigzali poprawnie R. Baniewicz,

K. Kapcia, P. Perkowski i T. Wietecha, ale ku mojemu
lekkiemu rozczarowaniu powotlali si¢ na gotowe wzory
opisujace krzywa tanicuchows.

Zadanie 744 (WT = 2,7) dotyczylo pocisku balistycznego.
Pytanie byto: z jaka najmniejsza predkoscia i pod jakim
katem nalezy go wystrzeli¢ z bieguna, aby poruszajac

sie pod wplywem sily ciezkosci, trafit w punkt na
rowniku? S. Bué rozwiazat zadanie w podobny sposéb

jak proponowany, wykorzystujac wiedze, ze pocisk porusza
sie po fragmencie elipsy. T. Wietecha rozwiazal réwnanie
ruchu tego pocisku we wspélrzednych biegunowych.

Najwiecej rozwigzan ocenionych na maksymalna liczbe
punktéw przystali Konrad Kapcia (11), Pawel
Perkowski (10) i Tomasz Wietecha (8).

Bariere 44 punktow przekroczyli: P. Perkowski po raz
piaty, J. Zambrzycki po raz czwarty i S. Bué po raz
pierwszy.



Klub 44 M

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2024

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po zakonczeniu sezonu
(roku szkolnego) 2022/23

Radostaw Kujawa 43,57
Pawel Najman 8-43,16
Adam Woryna 3-40,91
Marek Spychata 4-40,20
Janusz Fiett 3-39,62
Jerzy Cisto 16-37,70
Pawel Kubit 7-36,11
Szymon Tur 35,35
Piotr Kumor 15-35,26
Janusz Olszewski 23-33,61
Fukasz Merta 2-31,48
Piotr Wisniewski 29,69
Jedrzej Biedrzycki 29,54
Marian Lupiezowiec 1-28,80
Witold Bednarek 9-28,13
Krzysztof Kaminski 3-27,16
Janusz Wojtal 26,30
Roksana Stowik 2-23,94
Maciej Mostowski 1-22,90
Krzysztof Zygan 1-21,89
Marcin Malogrosz 4-20,62
Andrzej Kurach 3-20,51
Michal Kieza 4-20,46
Grzegorz Wigczkowski 19,95
Karol Matuszewski 1-19,74
Stanistaw Bednarek 3-17,73
Btazej Zmija 2-17,31
Patryk Jasniewski 1-16,62
Piotr Laba 14,50
Tomasz Wietecha 14-13,65

Legenda (przykladowo): stan konta
9-28,13 oznacza, ze uczestnik juz
dziewieciokrotnie zdobyl 44 punkty,
a w kolejnej (dziesigtej) rundzie ma
28,13 punktu.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej
13 punktow;

— przystali rozwiazanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2021, 2022
lub 2023.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z ligg trzy
lata temu (lub dawniej); oczywidcie jesli
kto$ zdecyduje si¢ wréci¢ do naszych
matematycznych tamigtéwek, nazwisko
tej osoby automatycznie wréci na liste.
Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 875, 876
Redaguje Marcin E. KUCZMA

875. Dany jest ciag (z1,...,2n) 0 wyrazach x; € {0,1} (N jest ustalong

liczba nieparzysta). Niech ay = >, @i, b = Y, (1 — 24), e = ap, + by (dla
k=1,...,N). Wiadomo, ze dokladnie jedna liczba z wystepuje w ciagu (c1,...,cn)
nieparzyscie wiele razy. Dla ustalonego N wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartodci z.

876. Wykazaé, ze dla liczb x,y,z > 0 o sumie 3 zachodzi nier6wnoé¢:

T Y
> 1.
y2+y+1+22+z+1+m2+x+1

Zadanie 876 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.
Rozwigzania zadan z numeru 10/2023

Przypominamy tres¢ zadan:

867. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych istnieje n-elementowy zbiér réznych
liczb catkowitych M o nastepujacej wlasnosci: w kazdym tréjelementowym podzbiorze zbioru M sa
dwie liczby, ktérych suma jest potega liczby 2 o wykladniku catkowitym nieujemnym.

868. Ciag nieskonczony a1, as, ... jest dany wzorami: a1 = 1,
1 1 1 -
ant1 =14+ —+ —+... 4 dlan > 1.
ai as an,
Wykazac istnienie i znalez¢ wartos¢ granicy lim <<1,, — \/271).

n— oo

867. Przyklad zbioru szescioelementowego: {—1,3,5,—2,6,10}. Dowolny jego
tréjelementowy podzbiér ma dwa elementy lezace w tréjce {—1,3,5} lub w trdjce
{-2,6,10}; a kazda z nich ma wszystkie dwu-sumy postaci 2*.

Niech teraz M bedzie zbiorem n-elementowym; n > 7. Jesli ma on trdjelementowy
podzbidr ztozony z liczb niedodatnich, to w nim zadna para nie sumuje sie do
potegi dwdjki. Zajmijmy sie wiec przypadkiem, gdy w zbiorze M jest co najmniej
pie¢ liczb dodatnich. Niech z bedzie najwieksza z nich. Co najwyzej jedna suma
postaci x + z (gdzie 0 < x < z, x € M) moze by¢ potega dwojki — gdyby bowiem
byly dwie takie sumy z + 2 =27, y + 2 = 2% (0 < z < y < 2, wiec j < k), mieliby$my
y+ 2z =27 (x4 2) > 2z, wbrew temu, ze y < 2.

Istnieja zatem w zbiorze M co najmniej trzy liczby dodatnie a, b, c < z, z ktérych
zadna nie daje w sumie z liczba z wyniku postaci 2. Niech ¢ bedzie najwieksza

z nich. Rozumowanie, analogiczne do przeprowadzonego powyzej, pokazuje, ze co
najmniej jedna z sum a + ¢, b+ ¢ (przyjmijmy, ze a + ¢) nie jest potega dwdjki. Tak
wiec tréjelementowy zbidr {a, ¢, z} nie zawiera pary z suma: potega dwojki.

Stad odpowiedz: liczby n o postulowanej wlasnosci to 3, 4, 5, 6.

868. Podana rekurencja daje si¢ zapisaé¢ prosciej: ax4+1 = ar + i (dla k > 1). Stad

aiﬂ = ai + 24 a% Ustalmy n > 2. Sumowanie po k = 1,...,n—1 daje po redukcji
k
zaleznosé:
n—1 1 n—1 1
(%) ai:2n71+za—2:2n+za—2
k=1 & k=2 &

(bo a3 = 1). Stad widaé, ze a2 > 2n (dla n > 2). Zamieniamy literke n na k
i przepisujemy te nieréwnosé¢ jako a% < ﬁ (dla k > 2). Wstawiamy to ponownie
k

do wzoru (*) i dostajemy oszacowanie:

n—1
1
2. <2 — <2n+-H
an S+ 5p <+ g H,
k=2
(zwykle oznaczenie: H, =1+ 1 + ...+ 1). Tak wiec (dla n > 2):

2 1
as —2n s H,
0<a, —V2n=-—2 < 2 .
an +vV2n  2/2n
TIloraz po prawej stronie dazy do zera, gdy n — oo (znana asymptotyka: H,, ~ lnn).
Stad, ostatecznie, lim (an -V 2n) =0.

19




Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawltowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (15), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (23),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (14), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek (8), P. Kubit (7),

J. Cisto (16), W. Bednarek (9),

D. Kurpiel, P. Najman (8), M. Kieza (4),
M. Kasperski (5), K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz, Z. Skalik (4),

A. Dzedzej, M. Miodek, M. Malogrosz (4),
K. Kaminski, J. Fiett, M. Spychatla (4),
A. Kurach, S. Bednarek, M. Pater
(jesli uczestnik przekroczyl bariere

44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, L. Garncarek,

J. Garnek, A. Idzik, P. Jedrzejewicz,

G. Karpowicz, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Malopolski, L. Merta, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, F. S. Sikorski, J. Siwy,

R. Stowik, S. Solecki, T. Warszawski,

Q. Zakrzewski, B. Zmija;

»jednokrotni”: R. M. Ayoush,

T. Bieganski, W. Boratynski, P. Burdzy,
T. Choczewski, M. Czerniakowska,

P. Duch, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, P. Jasdniewski, A. J6zwik,
J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latata, P. Lipinski, P. Lizak,

P. Labedzki, M. Lupiezowiec, W. Maciak,
J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, K. Matuszewski, K. Maziarz,
R. Mazurek, H. Mikotajczak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,

K. Morawski, M. Mostowski, W. Nadara,
W. Olszewski, R. Pikutla, B. Piotrowska,
W. Pompe, N. Porwol, M. Roman,

M. Rotkiewicz, A. Ruszel, Z. Sewartowski,
A. Smolezyk, P. Sobczak, Z. Surduka,

T. Szymczyk, W. Szymczyk, W. Tobis,
K. Trautman, P. Wach, J. Wegrecki,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, K. Zygan, P. Zmijewski.

Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 M w roku szkolnym 2022/2023

Pora na doroczne oméwienie. Jak co roku, przyjrzymy sie wybranym zadaniom

z minionego sezonu, wiec gtéwnie tym, ktére okazaly sie trudniejsze — wysoki
wspélezynnik trudnosci (WT) i/lub niewielka liczba poprawnych rozwigzari (LPR).
Przedstawiamy ciekawe pomysty rozwiazan oraz komentarze uczestnikéw. Niektore
ich fragmenty umieszczamy w e-wydaniu (w zaktadce ,Zatacznik do elektronicznego
oméwienia ligi matematyczne;j”).

Warto zwréci¢ uwage na powtarzajaca sie sytuacje, gdzie, nietypowo — przy
»zasadniczo” wlasciwej koncepcji — uwadze rozwiazujacego umyka jaki$ niuans;
dopracowanie rozwiazania czesto jest catkiem proste — a niekiedy wcale nie
catkiem”. ..

* * *

. . 2
Zadanie 845. [z;,y; >0 (i,j=1,...,n) = (Zi# .Tiyj) > (Z#j a:ia:j) (Z#j yiyj)]
(WT = 2,41; LPR = 11). W oznaczeniach z rozwigzania firmowego (S = > _ i,

Sy =>Yi, Qv = Z:CZZ7 Qy = Zyﬁ, T =" z;y;) nalezy wykazaé, ze
(528y — T)2 > (Sg - Qz)(sj —Qy).

W kilku pracach zostalo to zrobione prosciej niz ,firmowo”. Dla ilustracji — Witold
Bednarek: rozwijamy kwadraty i grupujemy wedtug poteg Sz; daje to do wykazania
(po odrzuceniu banalnego przypadku @, = 0) nieréwno$é¢ kwadratowa wzgledem Sq:

QuS; = 2T8ySy + (T” + 5,Qz — QuQy) > 0.
Wystarczy, ze wyrdznik A tego tréjmianu bedzie niedodatni; a tak jest, bowiem
A=4(T? - Qny)(Ss — Qy) = 4(czynnik < 0)(czynnik > 0).

Réwnie prosto (i do$é podobnie): Michal Adamaszek, Piotr Kumor oraz Janusz
Olszewski, ktéry ponadto pokazal jeszcze kilka sposobéw (— e-wydanie).

Zadanie 847. [f: R — R ciagla; Va, b (a<b) Ju,v: a<u<v<bVz € [a,b]: f(u)<f(z)<f(b)
= f niemalejaca] (WT = 2,07; LPR = 12). Piotr Kumor zwrdécil uwage,

ze w zalozeniu mozna odrzuci¢ istnienie jednej z liczb u, v, na przyktad u,

wymagajac jedynie, by f(a) < f(v). Zadanie niezbyt trudne; bylo wszelako

kilka préob dowodu nie wprost opartych na domniemaniu, ze jesli funkcja ciagla

nie jest niemalejaca, to na pewnym podprzedziale jest malejaca. Tak jednak

by¢ nie musi; kontrprzyktady mozna znalezé w wielu miejscach; tu zacytujemy
http://math.stackexchange.com/questions/42326.

Zadanie 849. [4° +4Y +1=2" 2,y,2 e N= z,y,2 =7] (WT = 2,53; LPR = 8).
Ogodlniejsze warianty tego rownania znajduja sie w literaturze. Laszlé Szalay

w pracy z roku 2002 podat pelne rozwiazanie (w liczbach naturalnych) réwnania

2% +2° 4+ 1 = ¢%, na co zwrécil uwage Michal Adamaszek — a takze Piotr Kumor,
ktéry (jak niejednokrotnie bywalo) przystal obszerny esej (— e-wydanie) zawierajacy
oméwienie wzmiankowanej pracy oraz dwéch innych prac, wraz z potrzebnymi
odsylaczami (i garécia wlasnych refleksji).

Ponadto dobre rozwigzania przystali: W. Bednarek, J. Cisto, K. Kaminski,
J. Olszewski (dwa sposoby), M. Pater, P. Wisniewski.

Zadanie 850. [AABC ostrokatny; M — érodek BC; P na odcinku AM; BP N AC = D;
CPNAB=E; (cktABC)=Q; BPNQ={B,X}; CPNQ={C,Y} = 3T na
odcinku AM: T # A; T € (okrAXD) N (okrAY E)] (WT =2,92; LPR=3 (8 7)).
Zadanie zrobili: M. Adamaszek, S. Tur, M. Pater, J. Olszewski, A. Kurach,
T. Wietecha, J. Cisto, M. Spychata. Wszyscy bezblednie pokazali, Zze okregi
AXD i AY E przecinaja sie (poza A) w punkcie lezacym na prostej AM; ale tylko
trzej autorzy, wymienieni w pierwszej kolejnosci, pokazali, ze lezy on na odcinku AM;
w pozostalych pracach ten aspekt tezy albo zostal zignorowany, albo odczytany

z rysunku, ktéry ,wyglada, jak wyglada” — bez wyraznego uzasadnienia konfiguracji.

Zadanie 851. [Marcin sprasza gosci... Graf prosty (V, E); |[V| = 50;

T = {{i,j,k} C V: ij#k#i [{ij, ik, jk} 0 E| € {1,2}}; |T| = %(%); min |E| =7]
(WT =297, LPR =15 (7 7)). Wynik: 525. Dobre rozwiazania (niewiele si¢ rézniace

od firmowego): nieréwnos$¢ Cauchy’ego—Schwarza lub miedzy $rednimi plus konstrukcja
grafu realizujacego rownosé: M. Adamaszek, J. Cislo, J. Olszewski, M. Pater;
oraz P. Wisniewski z banalng konstrukcja grafu 21-regularnego (bo taki okazuje sie
optymalny): 50 punktéw na okregu, potaczenia miedzy punktami lezacymi w odlegtosci
> 15/50 (dtugosci okregu).
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W dwéch innych pracach powtarza si¢ rozumowanie: dorysowujemy krawedzie kolejno,
po jednej, tak by w kazdym kroku maksymalizowaé liczbe nowo powstalych dobrych
tréjek T (stop, gdy osiagniemy %(530))‘ Tu jednak znaczaca usterka logiczna: skad
wiadomo, czy jaka$ inna strategia, rezygnujaca z optymalizcji na kazdym kroku, nie
okaze sie globalnie bardziej skuteczna?

Zadanie 856. [Czy istnieje ciag (a;);2; taki, ze zaréwno on, jak i ciag (d;)2,, gdzie
d; = |ai—a;41], jest permutacja zbioru N ={1,2,3,...} 7] (WT = 2,20; LPR = 12).
Jest wiele takich ciggéw. Konstrukcja indukcyjna: w kazdym kolejnym kroku ciag
jest przedluzany o kilka wyrazéw; w rozwiazaniu firmowym — stale o trzy, wedlug
jednolitej procedury. Jednak zgrabniejsze byly rozwiazania, w ktérych procedura
zmieniala sig, czesto w zaleznosdci od biezacego stanu (w stylu: if. .. then. .. else...).
W e-wydaniu zamieszczamy trzy takie prace (M. Adamaszek, J. Cislo, J. Fiett),
gdzie metoda byla prosta, a opis klarowny (choé w najkrétszej z nich Czytelnik musi
sobie co$ w uzasadnieniu dopowiedzied).

Jeszcze dwie prace prezentujemy w e-wydaniu: Janusz Olszewski wskazal metode,
przy ktoérej kazdy z ciagéw (a;), (d;) oraz (e;), gdzie e; = |d; — di+1], stanowi
permutacje zbioru N; i przypuszcza, ze metode mozna tak usprawnié, by permutacje N
stanowily takze ciagi o wyrazach f; = |e; — eiy1|, gi = |fi — fi+1| itd., przez caly
(nieskoriczony) alfabet. O tym, ze tak jest w istocie, przekonuje Piotr Kumor,
podajac stosowne odsytacze do literatury.

Zadanie 858. [Zbiér Z = {A, B,C, D, E} w przestrzeni: AB= BC = CA = DFE =1;
(AABC) N (odcinekDE) A0 = 3X € ZVY € Z: XY < 1] (WT =3,60; LPR=1).
Najtrudniejsze w omawianym sezonie. Autor: Michal Adamaszek. Dobra praca:
Janusz Olszewski — zamieszczona w e-wydaniu (troche za dluga, by ja skrétowo tu
w druku przedstawi¢). To jedyne poprawne rozwiazanie, przy tym rézne od firmowego
(podanego przez Autora i niezaleznie — w nieco innym jezyku — przez redaktora

ligi). Byt jeszcze jeden ciekawy dowdd, niestety przy dodatkowym (upraszczajacym)

B zalozeniu, ze odcinek DE przecina brzeg tréjkata ABC.

Zadanie 861. [AABC: AC = BC; D € (odcAC),

E € (odeBD); 2AD = BD, 2BE = AD =

¥CDE =2xCED] (WT =1,93; LPR = 8). R6zne metody;
wszystkie przebija urodg rozwiazanie, ktore pokazat
Janusz Olszewski; niech (jak w firméwce) BE = a,

CD = b; okrag o $rodku C' i promieniu b przecina proste
BD oraz BC odpowiednio w punktach D,U oraz V, W,
przy czym BV < BW. Wtedy BD - BU = BV - BW, czyli
4a - BU = 2a - (2a + 2b); stad BU = a + b, wiec EU = b;
przy konfiguracji jak na rysunku (EU < ED) dostajemy
teze: XCDE = ¥xCUD =2 - xCED (!). (Koficéwka wymaga
niewielkiej modyfikacji, gdy EU > ED; ale Autor dostarczyt
jeszcze dwa inne rozwiazania, mniej zwiezte i efektowne, za
to dziatajace bez retuszu przy kazdej konfiguracji).

Zadanie 862. [Graf skierowany, skoniczony; krawedzie

w m kolorach; kazdy wierzchotek ma stopien

wychodzacy > m = z kazdego wierzchotka

wychodzi nieskoniczenie wiele nieskoniczonych Sciezek

o identycznej sekwencji koloréw] (WT = 2,64; LPR = 4).
M. Adamaszek, S. Bednarek, J. Olszewski, K. Zygan
przystali dobre rozwiazania — we wszystkich istota
rozumowania jest podobna jak w rozwigzaniu firmowym.
Ponadto w dwéch pracach pojawia sie dowdd (poprawny),
ze dla kazdej liczby naturalnej d mozna utworzy¢

zbiér identycznie pokolorowanych Sciezek dtugosci d

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiagzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

21

(wychodzacych z ustalonego wierzchotka), przy czym moc
tego zbioru rosnie, gdy d rosnie. To jednak jeszcze nie teza
zadania (,,dowolnie wiele dowolnie dtugich” to nie to samo
co ,nieskoniczenie wiele nieskonczenie dtugich”). Wypelnienie
tej luki nie jest banalne.

Zadanie 863. [Liczba pierwsza p > 2;

Vke{l,...,p—1}: p+4k*> — pierwsza; p =7] (WT = 2,33;
LPR =9). Styl przekombinowanego rozwiazania firmowego
udzielit sie (na szczedcie) niewielu uczestnikom. Typowg,
metoda bylo badanie serii przypadkéw, sterowanych
resztami z dzielenia p przez niskie potegi dwdéjki. Jako
wzorzec niech postuzy rozumowanie, ktére przeprowadzili
Jerzy Cislo i Krzysztof Kaminski: liczba p zapisuje
sie w doktadnie jednej z postaci 4k + 1, 8k + 3, 16k + 7,
16k + 15; wartoéé¢ wyrazenia p + 4k* wynosi wéwczas
odpowiednio (2k + 1)?, (2k + 1)(2k + 3), (2k + 1)(2k + 7),
(2k + 3)(2k + 5), co moze by¢ liczba pierwsza jedynie przy
k = 0; zatem p (liczba pierwsza) moze byé réwna jedynie

3 lub 7; i tatwo sprawdzié, ze 3 i 7 spelniaja wymagane
warunki.

Janusz Olszewski zauwazyl zbednoéé zatozenia, ze liczba p
jest pierwsza (— e-wydanie; tam réwniez zamieszczamy
interesujacy komentarz, jakim opatrzy! swoja prace Michat
Adamaszek).

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje sie na stronie deltami.edu.pl.



