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tScidle rzecz biorac, uzywa ona skréconej
wersji ,babo babo zjem!”, ale ma dopiero
pottora roku, wiec pewnie jeszcze sie
nauczy.

Ponizej foremki w réznych ksztattach —
na szaro zaznaczone sg poziomice,

a kolorem krawedzie powstalych
kopczykéw.

Rys. 1. Koto

Rys. 2. Kwadrat

Rys. 3. Zaokraglony kwadrat

Rys. 4. Serce

Jesli a jest gérnym ograniczeniem na kat
spadku (zaleznym od parametréw uzytego
piasku), to warunek na d przyjmuje
postaé ogdlnego warunku Lipschitza

|d(x) — d(y)| < L|x — y| ze stalg L = tga.
Dla uproszczenia rozwazan przyjeliSmy tu,
ze L = 1.

Babo, babo, udaj sie!
Michat MISKIEWICZ*

... bo jak nie, to cie zjem! Od kiedy moja céreczka zaczela odwiedzaé place
zabaw, a w szczegdlnoéci piaskownice, regularnie stysze to dziecinne zaklecie.
Podczas jednej ze wspdlnych zabaw zdarzylo mi sie bezwiednie wsypywaé¢ do
odwréconych foremek suchy piasek. Ten materiat stabo nadaje si¢ do tworzenia
wigkszych konstrukeji. Chociaz dokladalem go do oporu z kazdej strony, piasek
bezlitoénie przesypywal sie przez krawedzie foremki i pozostawial jedynie
niewysoki kopczyk.

Zauwazylem jednak, ze ksztalt kopczyka zalezy w nieoczywisty sposéb od
ksztaltu foremki (przyklady widaé na rysunkach 1-4). W okraglej foremce
naturalnie tworzyt sie piaskowy stozek, charakteryzujacy sie gladka powierzchnia
z kazdej strony oraz czubkiem w najwyzszym punkcie. Foremka kwadratowa
pozwalata utworzyé¢ piramide na wzér tych egipskich — ma ona cztery krawedzie
zbiegajace sie u szczytu. W piaskownicy miatem tez dostep do imponujacej
wiezy, ktérej podstawa byl kwadrat o zaokraglonych kantach. Kopczyk nadal
przypominal piramide, ale jego krawedzie ,,urywaly sie” przed dojsciem do
brzegu. Dalo mi to do mys$lenia i wyprébowatem jeszcze kilka foremek, co
potwierdzilo moje przypuszczenia — jesli badana foremka miala gladki fragment
brzegu, to krawedzie kopczyka tam nie siggaly.

Dlaczego tak jest? Dla weteranéw piaskownic odpowiedz by¢ moze jest
oczywista, dla mnie jednak nie byla. Zapraszam wiec Czytelnika, by razem ze
mna przeszed! przez wyjaénienie, do ktérego doszedtem. Okazuje sig, ze oprocz
rozwiazania Zagadki Kanciastych Kopczykéw pozwala tez ono z nietypowej
strony obejrzeé¢ ciekawe zakatki analizy matematyczne;j.

Kopczyki a funkcja odleglosci. Opis ksztaltu kopczyka zacznijmy od
podstaw: przyjmijmy, ze foremka ma ksztalt dwuwymiarowej figury F C R?,
a powierzchnia kopczyka jest wykresem funkcji d: F' — R mierzacej wysokos¢
n.p.b.f. (nad poziomem brzegu foremki). Z definicji wynika wiec, ze d(x) =0
dla punktéw x lezacych na brzegu foremki (oznaczanym odtad przez OF') oraz
d(x) > 0 dla punktéw wewnatrz. Sktonnoéé piasku do osypywania sie daje
ograniczenie na to, jak stromy moze by¢ kopczyk. Dla uproszczenia przyjmiemy,
ze maksymalne nachylenie to 45°, a wiec dowolne dwa punkty na wykresie
(x,d(x)), (y,d(y)) sa odlegte w pionie nie wiecej niz w poziomie. Sprowadza
si¢ to do warunku Lipschitza na funkcje d:

d(x) —d(y)| < [x—y| dlaxyeF
Funkcji spelniajacych te warunki jest oczywiscie duzo. Nas interesuje ta, ktora
odpowiada najwickszemu mozliwemu kopczykowi, rozpatrujemy bowiem
sytuacje, w ktorej piasek dosypany w dowolnym miejscu obsypuje sie poza
foremke. Do rozwigzania mamy wiec problem optymalizacyjny z wiezami:

d(x) =max dlax e F

wsrod funkeji spelniajacych

|d(x)_d(Y)|<‘X_Y‘ dlax,yeF,

d(x)=0 dla x € OF.
Rozwiazanie mozna zaczaé od obserwacji, ze dla y z brzegu i x dowolnego
z przyjetych wiezéw i nieréwnosci trojkata wynika nieréwnoscé:

d(x) <d(y) +[x -yl =[x -yl

Otrzymana nieréwnos¢ daje najwiecej informacji, gdy y jest punktem brzegu
najblizszym punktowi x; mozemy wiec skonkludowaé, ze d(x) nie przewyzsza
min{|x —y| : y € F}. Te ostatnia wielko$¢ nazwiemy odlegloscia x od brzegu
i oznaczymy przez dyp(X).
Pozostaje sprawdzi¢, ze funkcja dgp rowniez spelnia nalozone ograniczenia —
woéwcezas bedziemy mieli pewnosé, ze to wlasdnie jest szukana funkcja
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Rys. 5. Nieréwnosé tréjkata zastosowana
dla Axix2ys (oraz Axix2yi1) pozwala
poréwnadé wielkosci dop(x1) i dop(x2)

Nietrudno si¢ przekonaé, ze jesli funkcja d
jest rézniczkowalna w (z1, z2), czyli
istnieje para liczb a1, as spelniajacych ,
to jest ona tylko jedna. Funkcje liniowa
L(z1,x2) = a1x1 + azxs nazywamy wtedy
rézniczkaq, a wektor [a1, az] gradientem d
w (z1,x2). Wektor ten wyznacza kierunek
najszybszego wzrostu funkcji d, a jego
dlugos$é odpowiada za lokalne tempo tego
wzrostu.

W naszym przypadku warunek Lipschitza
implikuje ograniczenie af + ag < 1, ktore
geometrycznie mozemy interpretowaé jako
ograniczenie odchylenia plaszczyzny
stycznej od poziomu.

®

Rozwigzanie zadania M 1771.
Odpowiedz: 9.
Jak wiadomo, kazda liczba daje taka

samyg reszte przy dzieleniu przez 9 jak jej
suma cyfr. Dlatego tez
9|A—-—B=11...1,
—
N
wiec 9 | N i tym samym N > 9. Wartosé
N = 9 mozna uzyska¢ w nastepujacy

sposob:

9012345678 — 8901234567 = 111111111.

odpowiadajaca najwigkszemu mozliwemu kopczykowi. Warunek d(x) = 0 dla x
z brzegu jest spelniony automatycznie, gdyz minimum jest przyjmowane dla
y = x. Natomiast jesli dane sa dwa punkty xi1,xs € F' oraz najblizsze im punkty
v1,¥2 € OF (jak na rys. 5), to z nieréwnosci tréjkata mamy:

Ix1 —y1| < [x1 = yo| < |x1 —x2| + [x2 — y2l,

N—— ——

dor(x1) dor(x2)

a wiec dor(x1) — dor(x2) < |X1 — X2|. Po polaczeniu z analogiczna nieréwnoscia,
w ktérej x1,Xo sg zamienione miejscami, daje to warunek Lipschitza dla dgp.
Whiosek: szukana funkcja d jest dgp.

Krawedzie kopczykéw w jezyku analizy. Okazuje sie, ze analiza
matematyczna dysponuje wlasciwym jezykiem do opisu gladkich i niegtadkich
fragmentow kopczykéw — kluczem jest tu pojecie rézniczkowalnosci funkcji d.
Zacznijmy od obserwacji, ze cecha odrézniajaca gladkie fragmenty od krawedzi
i wierzcholkéw jest mozliwosé okredlenia plaszezyzny stycznej (przydatna, gdy
zdecydujemy sie ozdabiaé kopczyk fragmentami muszelek). Ogdlne réwnanie na
plaszczyzne przechodzaca przez wybrany punkt wykresu (z1, 22, d(x1, 23)) to:

(21,29,23) 1 23 =d(x1,22) + a1 - (21 —x1) + ag - (22 — 2),
natomiast plaszczyzne taka nazywamy styczna, gdy dobrze przybliza ona wykres
funkcji d, a wiec gdy z3 wyliczone ze wzoru wyzej jest blisko wartosci d(z1, z2).
Warunek ten mozna $cisle sformutowaé poprzez zbieznosé:

(%)

d(z1,22) + a1 - (21 — x1)2+ az - (22 — :;2) —d(z,22)
vz —21)? + (22 — @) przy (21, 22) — (21, 2).

Czytelnik majacy za soba kurs analizy matematycznej wielu zmiennych rozpozna
w powyzszym warunku definicje rézniczkowalnoéci. Konkretnie, funkcje d
uznajemy za rézniczkowalna w punkcie (x1,x2), jesli istnieja liczby aq, as
spelniajace warunek @ Pojecie rézniczkowalnosci jest kluczowe dla tej
dziedziny i wypada poswieci¢ mu kilka stow, ale pozostawmy je na marginesie
obok.

Dla wyrobienia lepszej intuicji wré¢my na chwile do rysunku 2. Jesli przyjmiemy,
ze kwadrat na rysunku to zbiér zadany nieréwnosciami |z1], |z2| < 1, to funkcja
odlegtoéci od brzegu d jest dana wzorem 1 =+ z; 2, zaleznie od czeéci kwadratu.
Na przyklad w tréjkacie zadanym przez —zq < x2 < 1 mamy d(z1,z2) = 1 — x1,
a wiec sama funkcja d jest liniowa! Nie jest wiec zaskakujace, ze w kazdym
punkcie wewnetrznym tego tréjkata para a; = —1, as = 0 spelnia warunek (ED
— po prostu licznik si¢ zeruje dla z dostatecznie bliskich x. Z kolei w punktach
lezacych na przekatnych (z1 = tx2) par a1, as spelniajacych (ED po prostu

nie ma.

Zagadka Kanciastych Kopczykow. Wyjasnienie zagadki opiera sie na
nastepujacym twierdzeniu, ktére tutaj przytoczymy bez dowodu:

Twierdzenie. Jesli C C R? jest gladkq zamknictq krzywq, to funkcja
odleglosci d¢ jest roiniczkowalna w kazdym punkcie r-otoczki C, czyli zbioru
C, = {x €R?: |x —y| < r dla pewnego y € C’},
o ile r > 0 jest odpowiednio male (mniejsze od odwrotnodci krzywizny w kazdym
punkcie C ).

Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia o otoczeniu tubularnym, ktére stali
Czytelnicy Delty moga znaé z artykutu o obwarzankach w|A5,. W naszym
przypadku wystarczy za krzywa C przyjaé brzeg OF, by przekonad sie, ze
gladki brzeg gwarantuje rézniczkowalnos¢ d w pewnym otoczeniu OF, a wiec
krawedzie (skladajace sie z punktéw nierdzniczkowalnosci) do tego brzegu
nie moga dochodzié¢. Jest mozliwa nawet bardziej iloéciowa analiza: jesli na
rysunku 3 przyjmiemy, ze zaokraglone kanty to tuki okregu o promieniu r, to
krzywizna brzegu jest ograniczona z géry przez 1/r. I rzeczywiscie, krawedzie
konicza sie dokltadnie w odlegloéci 7 od brzegu.
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Rys. 6. Zaokraglone serce albo
dwupalczasta stopa

Rys. 7. Wykres funkcji y = |z|3/2

(mozna sobie wyobrazi¢, ze dopelniony
tukiem od géry)

W odréznieniu od ,zewnetrznych
kopczykow” te ,wewnetrzne” zawsze maja
jakas$ niegltadkosé. Dobrym ¢wiczeniem
jest pokazanie, ze funkcja dgpr nigdy nie
jest rézniczkowalna w punkcie x € F
najdalszym od brzegu.
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Rozwigzanie zadania M 1772.
Oznaczmy przez S zbiér punktéw
z zadania. Rozwazmy jeden z punktéw

A € S, ktory jest konncem dokladnie
a odcinkéw. Rozpatrzmy prostg ¢
przechodzaca przez A, ktéra nie jest

réwnolegta do zadnej z prostych
taczacych pary punktéw z S. Przesuwajac
réwnolegle prostg £, mozemy otrzymac
proste £q i £ (réwnolegte do £), ktére

w pasie pomiedzy nimi nie zawieraja ani
jednego punktu z S, za wyjatkiem
punktu A.

Niech prosta ¢; przecina doktadnie

z odcinkéw wychodzacych z punktu A.
Wtedy {2 przecina pozostate a — x
odcinki, gdyz kazdy odcinek wychodzacy
z punktu A przecina doktadnie jedna

z prostych ¢; i 2. Ponadto kazdy odcinek
taczacy dwa punkty z S, rézne od A, albo
przecina obie proste ¢1 i £, albo zadnej.
Wobec tego liczby odcinkéw przecietych
prostymi ¢1 i £3 réznig si¢

oz — (a—x) =2z — a. Zgodnie

z warunkami zadania liczba ta musi by¢
parzysta. Oznacza to w szczegdlnosci, ze
a jest liczba parzysta.

Co dalej? Dalsza zabawa piaskiem prowadzi do wniosku, ze sytuacja jest
jeszcze ciekawsza. Sg ksztalty, jak na rysunku 6, gdzie foremka ma kant, ale
kopczyk jest gtadki mimo to. Kluczowe jest tutaj, ze kant jest skierowany
do wewnatrz; powoduje on, ze funkcja odleglosci nie jest rézniczkowalna na
zewngtrz foremki, ale tego juz nie widzimy. Podobny efekt uzyskamy, jesli
nasypiemy sobie piasku na stope.

Sa tez foremki jak ta na rysunku 7, ktora wydaje sie gtadka, ale kopczyk ma
krawedz az do brzegu. Tu diabel tkwi w szczegdlach — okazuje sie, ze brzeg

foremki nie jest dostatecznie gladki. Owszem, ma wszedzie okreslong prosta
styczna, ale jego krzywizna jest nieograniczona. W jezyku analizy: funkcja |z
jest rozniczkowalna, ale tylko raz, a dwukrotnie juz nie.

|3/2

Wreszcie, ciekawy jest przypadek, gdy usypujemy kopczyk na zewngtrz foremki
— w nastepnym numerze ukaze si¢ artykul Stawomira Dinewa po$wiecony temu

zagadnieniu. Trudno sobie wyobrazié, jak taki kopczyk wykona¢ w piaskownicy —
na plazy by¢ moze bylaby szansa — ale sam problem okazuje sie¢ catkiem bogaty
od strony czysto matematycznej. Foremki, dla ktérych ,zewnetrzne kopczyki” sa
gladkie, catkowicie charakteryzuje twierdzenie Motzkina. .. ale o tym za miesiac!

O czym lepiej zapomniec?
Wojciech PRZYBYSZEWSKI*

Mam wrazenie, ze jeszcze kilka lat temu kazda reklama laptopa skladata

sie wylacznie z wykrzykiwanych przez lektora kolejnych angielskich skrétéw
(np. RAM, SSD, HDMI), czasami wraz z warto$ciami liczbowymi je opisujacymi.
Wydaje mi sig, ze celem tych reklam nie bylo przekazanie widzowi informacji

o parametrach sprzedawanego sprzetu, a jedynie zrobienie wrazenia na tych,
ktérzy nie wiedzieli, co oznaczaja wymienione skréty i wartosci liczbowe, tak aby
zyskali przekonanie, ze prezentowany laptop korzysta z najnowszych technologii
w ich najlepszym wydaniu. Z biegiem czasu ilos¢ takich reklam sie zmniejszata,
pewnie przez fakt, ze coraz wiecej konsumentéw ma Swiadomos¢, czym rézni sie
np. pamie¢ RAM od dysku SSD.

W tym artykule skupimy sie wlasnie na parametrach zwiazanych z pamiecia.
Wiemy, ze rodzajow pamiegci w komputerze jest kilka — mamy m.in. rejestry,
cache, RAM, dysk SSD, dysk twardy. To, czym si¢ one od siebie réznia, $wietnie
opisal Tomasz Idziaszek w artykule Pamieé w komputerze w Ajq. Nie bedziemy
tutaj powtarza¢ calego artykulu, ale wspomnimy tylko najwazniejszy wniosek
— gléwne roznice pomiedzy wymienionymi rodzajami pamieci to ich cena

i szybko$¢ dostepu do danych. Im szybszy jest jaki$ rodzaj pamieci, tym jest
drozszy i mniej mamy go w komputerze. Dla przykladu laptop, na ktérym pisze
ten artykul, ma 477 GB pamieci na dysku SSD i 16 GB (czyli prawie 30 razy
muiej) szybszej pamieci RAM.

W jaki sposéb ta zaleznos$é miedzy iloscia a szybkoscia réznych rodzajéw
pamieci wplywa na dzialanie procesora? Generalnie zasada jest prosta — jesli
procesor musi skorzystaé¢ z danych, ktére znajduja sie w wolniejszej pamieci,

to przenosi je do szybszej pamieci, aby mie¢ do nich latwiejszy dostep. W teorii
brzmi $wietnie, ale przeciez szybszej pamieci mamy mniej. Co, jesli procesor
chce przenieéé jakies dane z dysku SSD do pamieci RAM, ale okazuje sig, ze
jest ona juz w calodci wypelniona? Nie ma rady, trzeba wtedy co$ z pamieci
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