Nie wspomnialem jeszcze o bardzo waznym zagadnieniu, ba, w dzisiejszym
przemysle jadrowym absolutnie priorytetowym — o bezpieczenstwie. Zanim
reaktor w ogéle zostanie uruchomiony, podlega rygorystycznym testom.
Sprawdza sie zachowanie reaktora w przypadkach takich, jak awaria turbiny,
utrata zewnetrznego zasilania czy problem z obiegiem wody chtodzacej —
wladciwie we wszystkich istotnych sytuacjach zwiazanych zaré6wno z normalna
eksploatacja, jak i awariami elektrowni.

Przy okazji opowiedzmy, jak dokonaé¢ wylaczenia reaktora. Dokonuje sie tego
poprzez uzycie pretow regulacyjnych. Opuszczajac je, wygaszamy powoli reakcje
tancuchowa. W przypadku awarii reaktor powinien wylaczy¢ si¢ automatycznie.
Nalezy pamietaé, ze nawet wygaszony reaktor nadal wydziela energie zwana
cieplem powylaczeniowym. Musi by¢ ono odprowadzane za pomoca ukladéw
chlodzenia, mimo ze po wylaczeniu moc reaktora spada do utamkéw procenta
mocy, z ktéra na co dzien pracuje.

Swiezo wybudowane bloki jadrowe beda mogly pracowac¢ przez ponad pét wieku,
dajac ludziom i przemystowi dostep do energii elektrycznej nieprzyplaconej
emisjami gazéw cieplarnianych. Czes¢ z nich zastapi stopniowo juz wylaczane
reaktory poprzedniej generacji, a inne — tak jak w przypadku Polski — beda
pierwszymi tego typu obiektami w historii swojego kraju.
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Problemy z dowodem prawa pdol w Principiach Newtona?
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Rys. 1. Drugie prawo Keplera to
szczegllny przypadek prawa pol

Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Artykul ten poswiecam pamieci profesora Tadeusza Nadziei, bliskiego kolegt,
fascynata historii matematyki.

Twierdzeniem, od ktérego zaczynaja sie Principia, jest nastepujacy
fundamentalny rezultat.

Teza I. Twierdzenie I. Ksiega I (prawo pol). Powierzchnie zakreslane przez
pociggniete do nieruchomych centrow sit promienie wodzgce krgzZgcych cial

lezg we wspdlnych plaszczyznach i sg proporcjonalne do czasow, w ktorych sq
zakredlane. [Newton, 2015]

Chodzi tu o centralne pole sit, a wigc uktad, w ktérym sita dzialajaca na

cialo P jest proporcjonalna do wektora OP (wektora wodzgcego), gdzie O jest
ustalonym punktem (centrum sily). Wéwczas w réwnych odstepach czasu
wektor wodzacy zakredla figury o rownym polu. Mozemy rozsadnie przyjaé, ze
Newtonowi chodzilo o dowolne ciagte pola sit i gladkie orbity. Celem Principiow
byto bowiem badanie realnego $wiata fizycznego, w szczegélnosci Ukladu
Stonecznego, a nie budowanie abstrakcyjnej teorii matematycznej. Przyktadem
opisanej tu sytuacji jest drugie prawo Keplera, w ktéorym centrum sity jest
umieszczone w nieruchomym Stoncu, a cialami przyciaganymi przez nie sa
planety poruszajace si¢ po orbitach eliptycznych (rys. 1).

Michael Nauenberg w [Nauenberg, 2003] napisal, ze ,,Stusznie uwaza sie

te teze za kamien wegielny Principiow, poniewaz proporcjonalnosé miedzy
obszarem omiatanym przez wektor promienia orbity a upltywajacym czasem
umozliwila Newtonowi rozwiazywanie probleméw dynamicznych metodami
czysto geometrycznymi, uzupelionymi przez argumenty ciaglego przejscia do
granicy, ktore sam rozwinal”.

Odnotujmy, ze Twierdzenie méwi o dwéch wiasnosciach ruchu:

Wlasno$é 1. ruch odbywa sie w nieruchomej plaszczyznie;
Wilasnosé 2. pola powierzchni zakreslonych przez promien wodzacy sa
proporcjonalne do czaséow, w ktorych sa zakreslone.
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Rys. 2. Ruch po trajektorii PQ to
odchylenie ruchu bezwtadnego w kierunku
PL spowodowane cigglq silg dzialajaca
w kierunku centrum S. Po pewnej

chwili h cialo znajduje si¢ w punkcie Q
(zamiast w punkcie L). Miarag tej sily

w punkcie P jest granica
limy, 0 (LQ/h?).

Odchylenie wzdluz przekatnej PQ
réwnolegtoboku PGQL odpowiadatoby
hipotetycznej sile impulsowej

w punkcie P, dla ktérej powyzsza granica
jest nieskoniczona.

L]

Rozwigzanie zadania F 1087.
Postuzymy sie analiza wymiarows,
zakladajac, ze poszukiwana zalezno$é ma
postad:

f= Ap(:,,ybrc'
Uzgodnijmy wymiary lewej i prawej
strony réwnania na f. A jest
bezwymiarowg stala. W ukladzie SI
f ma wymiar 1/s, p ma wymiar kg/m?’,
a v wymiar N/m = kg/sz. Przyréwnujac
potegi, w jakich jednostki s, kg i m
wystepuja po obu stronach zaleznosci,
otrzymujemy uklad réwnan:
2b=1; a+b=0; ¢c— 3a =0, ktérego
rozwigzaniem sg: b = —a = 1/2 oraz
¢ = 3a = —3/2. Ostatecznie:

5
AL
pr3

Analiza wymiarowa nie pozwala
wyznaczy¢ wspélezynnika A. Jego
wartos$¢ zalezy od rodzaju drgania
(odksztalcenia wzgledem powierzchni
sferycznej). Odpowiednie wzory podat
Lord Rayleigh (Proceedings of the Royal
Society of London 29, 1129 (1879)). Dla
drgania ,podstawowego” (tj. o najnizszej
czestoéci) A = V/8/(27) ~ 0,45.

Metoda ,,drgajacej kropli” jest stosowana
do wyznaczania wspélczynnika napiecia
powierzchniowego cieczy, np. cieklych
metali. Pomiar szybkosci ttumienia drgan
pozwala dodatkowo, w tym samym
pomiarze, wyznaczy¢ takze lepkosé cieczy.

f=

Rys. 3. Aproksymacja orbity

Analityczny dow6d prawa pol

Wspodlcezesny dowdd Twierdzenia I, standardowo przytaczany w podrecznikach
fizyki, opiera sie na pokazaniu, ze wektor momentu pedu L=7x p ciala

0 masie m poruszajacego sie w centralnym polu sit f nie zmienia sie w czasie;
jest to réwnowazne tezie Twierdzenia I.

Dowdd jest nastepujacy. Rozniczkujac L wzgledem czasu, otrzymujemy:

dr drt e 9
oz _ 7x L —,
at —dt P dt
gdyz Z—f =v= % oraz ‘;—f = f, a iloczyn wektorowy wektoréw wspotliniowych

jest réwny zeru. To oznacza, ze wektor L jest niezmienny w czasie. Stalo$¢ jego
zwrotu dowodzi wlasnosci 1, a staloéé¢ jego dtugosci — wiasnosci 2.

Trudnosci interpretacyjne Principiéw

Wobec nieostrosci okreslenn w Twierdzeniu I, w jego dowodzie przedstawionym
ponizej, a takze w calych Principiach, Czytelnikowi naleza sie pewne
wyjasnienia. Otéz w swoim opus magnum Newton okresla podstawowe pojecia
nie zawsze w tych miejscach, w ktérych powinny byé precyzyjnie zdefiniowane,
wedlug naszych standardéw. Robi to jakby przy okazji, przewaznie tam, gdzie
ich uzywa w subtelniejszych dowodach. Nierzadko trzeba rozszyfrowywac,
jakie znaczenie danego okreslenia mial na mysli. Na przyklad komentatorzy
nie sg zgodni, czy w podstawowym dla calej teorii drugim prawie ruchu

sita jest impulsowa, czy ciggla [Pourciau, 2016]. Nalezy si¢ wielu rzeczy
doszukiwaé z kontekstow rozrzuconych po calych Principiach. Dotyczy to tez
pojecia sity uzytego w powyzszym twierdzeniu. Stad wtasdnie, paradoksalnie,
Principia sa dzielem aktualnym, zywym i inspirujacym, dzielem otwartym.
Inspiruja one kazdg kolejna generacje w nieco odmienny sposob, wlasnie dzieki
obecnym w nich mozliwosciach interpretacyjnych, ,,dziurach” czy pozornych
sprzecznosciach, oczywiscie w polaczeniu z rewolucyjnym charakterem samego
dzieta. Notabene opisane wyzej wlasnosci Principiow, przetomowego dzieta
naukowego, sa wspolne takze dla wielu najwybitniejszych dziel religii, filozofii
i literatury.

Na potwierdzenie faktu, ze deszyfracja, bo tak trzeba nazwaé¢ odczytywanie
Principiow, jest bardzo trudna nawet dla znawcéw przedmiotu, podajemy dwa
konkretne przyktady. W artykule [Nauenberg, 1994] przedstawione sa (wraz

z obszernym komentarzem) dwie rézne opinie dotyczace kwestii podstawowej:
czy w Principiach znajduje sie dowod, ze prawo grawitacji Newtona implikuje
orbity stozkowe? Natomiast w artykule autora z AL) zarysowana jest historia
stynnego Lematu XXVIII w Principiach, dotyczacego niewspélmiernosci pola
wycinka owalu i opisujacej ten wycinek prostej, gdzie trwajace ponad trzy
stulecia zarzuty wobec jego dowodu znikaja dopiero po zrozumieniu, co Newton
uwazal za owal.

W tym artykule skupimy sie gléwnie na rozwazaniach dotyczacych Wiasnosci 1.
Dowéd prawa pdél w Principiach

Ponizszy dowdd Twierdzenia I, przedstawiony przez Newtona w Principiach, jest
opatrzony rysunkiem 3.

Zatozmy, Ze czas podzielono na jednakowe cze$ci i niech w pierwszej cze$ci

tego czasu cialo — pod dzialaniem bezwladnosci (vis insita) — porusza sie po
odcinku AB. W drugiej czesci tego czasu, przy braku bodzca, ruch zostalby,

na podstawie pierwszego prawa Newtona, podobnie przedluzony prosto do c
wzdiuz odcinka Be, réwnego odcinkowi AB, tak wiec promienie AS, BS, ¢S,
pociggniete do centrum, wyznaczylyby jednakowe powierzchnie ASB i BSc.
Zatozmy jednakze, zZe gdy ciato pojawia sie w B, dziata na nie nagle mocny
tmpuls sily dosrodkowej, ktory odchylajgc cialo z prostej linii Be, zmusza je do
kontynuowania ruchu wzdluz prostej linit BC'. Narysujmy odcinek cC réwnolegly
do BS i przecinajgcy sie z BC w punkcie C. [Na mocy Wniosku 1 z Praw], na
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Rys. 4. Rysunek do Lematu III, Ksiegi I,
pokazujacy aproksymacje pola pod ciagla
krzywa przez sume pél prostokatéw w nig
wpisanych i na niej opisanych.
‘W Lemacie IIT Newton dowodzi, ze gdy
podstawy tych prostokatéw sg coraz
mniejsze, to obie sumy daza (z doltu
i z géry, odpowiednio) do pola pod
krzywa a,c, E.

A

Rys. 5. Orbita i jej aproksymacja

Rys. 6. Aproksymacje orbit w polu sity
centralnej proporcjonalnej.

(1) do T%: (A) — diagram z De Motu
Newtona rozszerzony o 4 dodatkowe
impulsy, (B),(E) — orbity eliptyczna

i hiperboliczna z centrum sity w ich
ogniskach,

(2) do T% (F) — orbita spiralna

(Inr = ab),

(3) do r: (C) — orbita kolowa z centrum
sity w §rodku okregu, (D) — orbita
eliptyczna z centrum sity w $rodku elipsy.
[Nauenberg, 2018]

koncu drugiej czeSci czasu ciato znajdzie sie w C, we wspolnej plaszczyinie

z trajkgtem ASB. Polgczmy S i C i zauwazmy, zZe skoro SB i Cc sqg réwnolegle, to
powierzchnia trojkata SBC bedzie réwna powierzchni tréjkata SBc i stad rowna
tez powierzchni trojkgta SAB. Z podobnych przyczyn, jezeli sita dosrodkowa
dziata kolejno w punktach C', D, E itd. © zmusza ciato w kazdej pojedynczej
chwili czasu do zakreslania prostych odcinkéw CD, DE, EF itd., wszystkie

one bedg lezaly w tej samej plaszczyznie, a powierzchnia tréjkgta SCD bedzie
rowna powierzchni trojkgta SBC, powierzchnia SDE réowna powierzchni SCD,
powierzchnia SEF réwna powierzchni SDE. I dlatego w jednakowych czasach
sq zakreslane jednakowe powierzchnie lezgce w jednej nieruchomej plaszczyzinie
1 — na zasadzie lgczenia — wszelkie sumy tych powierzchni, takie jak SADS,
SAFS, majg sie do siebie tak, jak czasy, w ktérych sq zakreslane. Niech teraz
liczba tych trojkgtow bedzie zwiekszona, a ich szerokosé zmmniejszona in infinitum.
[Na podstawie Wniosku 4 z Lematu III] ich ostateczna zewnetrzna granica ADF
bedzie linig krzywq i dlatego sita dosrodkowa, przez ktorg ciato jest ustawicznie
odciggane od stycznej do tej krzywej, bedzie dzialala w sposdb ciggly, a kazda

z zakreslonych powierzchni SADS, SAF'S, ktore sq zawsze proporcjonalne do
czasow zakreslania, bedzie — rowniez w tym przypadku — proporcjonalna do tych

czasow. Q.E.D. [Newton, 2015].

Od czasu publikacji Principiow dowod ten byl i nadal jest komentowany,
krytykowany lub broniony przez kolejnych autoréw. Pierwsze zarzuty, jakie
sformutowano wobec dowodu Twierdzenia I — poczynajac od samego Edmonda
Halleya, promotora Principiow — dotyczyly argumentu przejscia do granicy

w jego koncowym fragmencie, rozpoczynajacym sie od stow Niech teraz liczba
tych trojkgtow bedzie zwiekszona, a ich szeroko$¢é zmniejszona in infinitum.
Rzeczywiscie, argumentacja Newtona jest tu dos¢ enigmatyczna. Pewne
uzupelnienie tego fragmentu dowodu zaproponowane jest w [Nauenberg, 2003].

Zastrzezenia wobec dowodu Wiasnosci 1

Calkiem niedawno Bruce Pourciau [Pourciau, 2016] stwierdzil, ze w dowodzie
jest luka natury logicznej i dotyczy wlasnosci ,,ruch odbywa sie w nieruchomej
plaszczyznie”. Natomiast po przesunieciu tej wlasnosci z tezy do zalozen
Twierdzenia I dow6d Newtona mozna juz przedstawié precyzyjnie, dokonujac
niewielkich zmian i uzupelnien. Taka modyfikacja prawa pdl oczywiscie je
oslabia. Gdybysmy mogli poprosi¢ Sir Isaaca o uzupelnienie jego wlasnego
dowodu, moze by nam pomégl, gdyz luka wyglada na istotna.

Zauwazmy bowiem, ze nawet gdybysmy nie wyrazali ewentualnych zastrzezen
wobec argumentu przej$cia do granicy, to na podstawie odniesienia do Wniosku 4
z Lematu IIT w dowodzie Twierdzenia 1 oraz samego Lematu III opatrzonego
rysunkiem 4 mozemy wnioskowaé, iz Newton milczqgco zatozyt, ze wielokat
A,B,C,D,E F, ... jest wpisany w ciagla orbite poruszajacego sie ciata. W takim
razie sama orbita jest plaska, ale to wlasnie nalezy pokazaé. Konstrukcja
Newtona dotyczylaby zatem tylko orbit plaskich dajacych si¢ aproksymowac,

w sensie pola, wielokatami w nie wpisanymi.

Czy Newton mogtby popelnié tak elementarny btad? Wydaje sie to mato
prawdopodobne.

Szkic dowodu prawa pdl w wersji ostabionej

Jak mozna doprecyzowaé¢ powyzszy dowdd prawa pél przy zalozeniu, ze orbity
leza w nieruchomych plaszczyznach? Pourciau zaproponowal odpowiednie
przeformutowanie dowodu [Pourciau, 2016], ktére tutaj zarysujemy.

Nalezy zaczaé¢ od orbity. Niech pierwsze cialo porusza si¢ w polu centralnym
wokét punktu S, po plaskiej orbicie. Zatézmy, ze w czasie od 0 do At
pokonuje ono tuk AB (patrz rys. 5). Przyjmijmy teraz, ze drugie cialo,
identyczne z pierwszym, pokonuje w tym samym czasie droge z A do B
ruchem jednostajnym po odcinku. Gdyby pozostalo bezwladne, w odstepie At
pokonaloby odcinek Be takiej samej dlugosci. Zalézmy jednak, ze w chwili At
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Rys. 8. Czes¢ listu Newtona napisanego

do Davida Gregory’ego w 1694 r.,
wyjadniajacego, jak postepowad

w przypadku odwrotnego szescianu
uzytego we Wniosku III

dziata na nie impuls sily do$rodkowej, zmieniajac jego predkoéé¢ o wektor
réwnolegly do SB w taki sposob, ze odcinek BC' pokonany w odstepie At
konczy sie ponownie na docelowej orbicie. Réwnosé pdl trojkatéw SAB, SBe,
SBC wynika wtedy z przystawania AB = Be i réwnoleglosci ¢C' || SB. Podobnie
kazdy kolejny trojkat zakreslony w odstepie At ma to samo pole.

Oczywiscie i w tym przypadku konieczny jest odpowiedni argument przy
przejéciu do granicy At — 0. Obszerne rozwazania dotyczace tego punktu mozna
znalezé w [Pourciau, 2016], patrz takze [Nauenberg, 2003, 2018].

Domysty dotyczace brakujacej czesSci dowodu Twierdzenia I

Wobec naszego przekonania, ze Newton nie moégt popelnié¢ opisanego wyzej
elementarnego btedu logicznego, oraz wobec prostoty argumentéw dowodu
analitycznego narzuca sie wrecz konstatacja, ze by¢ moze brakujaca czeéé¢
dowodu Twierdzenia I znalazta sie w manuskrypcie Principiow, lecz Newton
wykreslil stosowne uzasadnienia w momencie przekazywania dzieta do druku,
uznawszy je ostatecznie za tatwe do uzupelnienia przez czytelnikéw pokroju
Huygensa i Leibniza. Nalezy tu zaznaczy¢, ze koszty druku tak obszernego
dzieta byly wysokie. Pokryt je osobiscie Edmond Halley, gdyz Towarzystwo
Kroélewskie byto sptukane i moglo da¢ tylko swoje imprimatur, udzielone latem
1886 roku przez przewodniczacego Samuela Pepysa; jego nazwisko znajduje

sie dzigki temu na karcie tytutowej (rys. 7). To jednak tylko domysty, bowiem
kluczowe arkusze manuskryptu Principiow nie zostaly odnalezione. Nalezy tez
wzigé pod uwage fakt, ze w Principiach Newton stosowal polityke ukrywania
dowodow analitycznych stojacych za konstrukcjami geometrycznymi. Koronnym
przykladem jest jego dowoéd Wniosku IIT do Tezy XLI Zadania XXVIII.

Teza XLI. Zadanie XXVIII. Zakladajgc sile dosrodkowq dowolnego rodzaju
1 przyjmujoc kwadratury figur krzywoliniowych, nalezy znaleZé zarowno krzywe,
po ktorych ciala bedg sie poruszal, jak i czasy ich ruchow po tak znalezionych
krzywych [Newton, 2015].

Ogodlne relacje dotyczace krzywych i czaséw, ktére otrzymal Newton, sa
réwnowazne reprezentacjom catkowym z wspolczesnych podrecznikéw. Uwaga
o kwadraturach dotyczy mozliwoéci obliczenia catek. Po podstawieniu pod catke
danych dla newtonowskiego pola grawitacyjnego otrzymujemy krzywe stozkowe.
We Wniosku IIT do tego twierdzenia Newton opisal tez — w syntetycznej,
geometrycznej formie — krzywe dla sity proporcjonalnej do odwrotnoéci szeScianu
odleglosci od centrum. Wymagato to obliczenia trudnych catek, ktérych jednakze
Newton nie uznal za stosowne przytoczy¢. Zakonczyt za to swéj dowdéd uwaga,
ktéra mogla sfrustrowaé kazdego czytelnika.

»Wszystko to wynika z poprzedniej Tezy XLI na drodze kwadratury odpowiedniej
krzywej, opis wyznaczania ktorej, jako dostatecznie ltatwy, dla zwieztosci
opuszcze”. [Pask, 2013]

Collin Pask dodaje: Nic dziwnego, ze Newtonow:i udalo sie zdenerwowac tak
wielu ludzi! Jedng z 0s6b, ktdre poprosily Newtona o pomoc, byt David Gregory,
i w 1694 roku Newton napisal do niego, wyjasniajgc, jak to dziala. O dziwo, list
przetrwal { widaé (rys. 8), Ze Newton uzywa do przeprowadzania catkowania
formy rachunku rézniczkowego, ktora jest nam dzisiaj dobrze znana.
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