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Doktladniej pojawienie si¢ tej metody
uzasadnialiSmy tak:

,Udowodnilismy wiec, ze jest najwyzej
jedno rozwigzanie problemu bankructwa
spéjne z rozwigzaniem sporu o ubiér. Jak
ono wyglada? O tak:”
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Liczbe k wyznaczamy jako najwicksze
j € {0,...,n}, dla ktérego zachodzi

7 ci/24 (n—5)c;/2 < min{E,C—E}.

i=1

Od pewnego czasu gry koalicyjne
pojawiaja si¢ w Delcie regularnie raz do
roku: pojawily si¢ w numerach A%é, Aé(l),
Ad,| 1A%}

Na ponizszych obrazkach zakreskowane
pola odpowiadajg wartosciom (FE — c¢1)4
oraz (E — c2)4, czyli ilosci wody, jaka
zostanie zonie, jezeli woda wypelni druga
polowe naczynia. Pola oznaczone tymi
samymi symbolami (o, A, O) sg tej samej

wielkodci.
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Powrdot do Talmudu Oskar SKIBSKI*

W artykule Problem bankructwa z Talmudu ALl opisaliémy pewna tajemnice,
ktora tkwita w Talmudzie Babiloniskim przez setki lat. Historia byta nastepujaca.
Mezczyzna, umierajac, zostawil trzy zony, ktéorym obiecal odpowiednio 100, 200
i 300 srebrnych monet. Jego majatek nie byl jednak tak duzy, aby splacié¢ te
zobowigzania. Jak powinno sie podzieli¢ pozostawiony majatek miedzy zony?
Talmud rozstrzyga te kwestie w konkretnych przypadkach: jezeli majatek to

100 monet, to powinno sie go podzieli¢ po réwno. Jezeli 200 monet, to pierwsza
zona powinna dosta¢ 50 monet, a pozostate po 75. Z kolei jezeli majatek stanowi
300 monet, to powinno si¢ go podzieli¢ proporcjonalnie: kazda zona dostanie
wéwcezas polowe obiecanej kwoty. Skad biorg sie jednak te sposoby podziatu?

Rozwiazanie tej zagadki znalezli dopiero w 1985 roku Robert Aumann

i Michael Maschler. Nie tylko przedstawili oni metode podziatu, ktéra pasuje do
wszystkich trzech scenariuszy, ale tez podali kilka jej uzasadnien. O tej metodzie
i uzasadnieniach pisaliSmy w poprzednim artykule, jednak nie powiedzieliSmy,
skad ta metoda w ogdle si¢ wzieta. Autorzy sami przyznaja, ze metode te
znalezli, uzywajac gier koalicyjnych. O tym, jak mozna to zrobié¢, opowiemy

w tym artykule.

Problem bankructwa matematycznie definiuje si¢ jako ciag nieujemnych liczb
dodatnich (F;cy,...,c,), gdzie E to majatek, a ¢; < -+ < ¢, to roszczenia
n oséb, ktére (zgodnie z historia powyzej) bedziemy nazywaé zonami, przy czym

majatek E nie przekracza sumy roszezein C' =Y 1 ¢;.

Metode podzialu znaleziong przez Aumanna i Maschlera obrazowo opisa¢ mozna
systemem naczyn polaczonych znajdujacym sie na rysunku obok. Jest w nim

n naczyn o pojemnosci ¢y, ..., ¢y, kazde zlozone z dwoch poléw potaczonych
bardzo cienka rurka o pomijalnej objetoéci. U podstawy wszystkie naczynia
taczy réwnie cienka rurka. Do tego systemu wlewamy E wody i kazdej zonie
przyznajemy tyle majatku, ile wody znajdzie si¢ w jej naczyniu.

Z uktadu widzimy, ze jezeli majatek jest mniejszy niz polowa sumy roszczen,
czyli E < C/2, to pierwszych k zon (dla pewnego k) dostanie polowe swojego
roszczenia. Pozostate zony podziela sie reszta po réwno, przy czym k
wyznaczamy tak, aby nie dostaly mniej niz k-ta zona. Jezeli E > C/2, to mozemy
mys$le¢ o dzieleniu nie majatku, a jego brakujacej czesci — pierwszym k zonom
bedzie brakowalo po polowie ich roszczen, a pozostate tak podziela sie reszta,
aby brakowalo im po tyle samo.

FLatwo sprawdzi¢, ze metoda ta zgadza sie z wariantami problemu bankructwa
opisanymi w Talmudzie.

Mato zon, maly klopot

Zastandéwmy sie, gdzie mozemy znalezé te rzekoma gre koalicyjna?
Przypomnijmy, ze gra koalicyjna to para (N, f), gdzie N jest zbiorem graczy,

a f: 2N — R funkcja, ktéra kazdej grupie graczy, nazywanej koalicjg, przypisuje
pewna warto$é (zakladamy f(0) = 0).

Zacznijmy, tak jak w poprzednim artykule, od sytuacji, w ktoérej sa tylko dwie
zony: (Ej;eq,ce). Jak argumentowali w swojej pracy Aumann i Maschler na
podstawie innej historii z Talmudu (sporu o ubidr), podzial powinien wygladaé
nastepujaco. Jezeli majatek jest wigkszy niz zadanie drugiej zony (czyli E > c2),
to cala nadwyzka E — ¢y powinna trafi¢ do pierwszej zony. Analogicznie, jezeli
majatek jest wiekszy niz zadanie pierwszej zony (E > ¢1), to E — ¢; powinno
trafi¢ do drugiej zony. Cala reszte, czyli sporny kawalek, dzielimy po réwno
miedzy zony. Uzywajac notacji (z)4+ = max{0, z}, otrzymujemy wyplate zony
ie€{1,2}:

vi= (B —¢)) +5 (B~ (B—e)y — (B—c;)y), diaj={1,2}\ {i).

Podzial ten zgadza si¢ z metoda Aumanna i Maschlera, dowod obrazkowy
znajduje si¢ na marginesie.
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Rozwigzanie zadania M 1769.

Odpowiedz: n = 1 oraz n > 3.

Dla n = 1, biorac dowolng liczbe calkowita

dodatnia a;, mamy % =1.

Dla n > 3 rozwazmy liczby
a;=(n—1)""

Wtedy

(i=1,...,n).

ai az An
—_t ...+ —=
as as ai

=(n-1)- niil+(n,71)w’7l =

=1+m—-1""".
Zalézmy teraz, ze istnieja dwie rézne
liczby catkowite dodatnie a; i as takie, ze
suma Z—; + Z—f jest catkowita. Niech
a1 = kd, az = 4d, gdzie d > 1 oraz
nwd(k, £) = 1. Wtedy

kd ~td  k®+ 07
ld

kd Kkl

jest liczba catkowita, co oznacza, ze

kO | k% + 2. W szczegblnosci k | £2, wigc
k =1, gdyz nwd(k, £) = 1. Podobnie

¢ =1, skad a1 = as — sprzecznosé.

Wartoéci Shapleya i Banzhafa to
zasadniczo wazona Srednia tak zwanych
wkladow marginalnych — dla gracza
w grze (N, f) mamy:

ngN\m wi(S)(f(SU{i}) — f(9))
dla pewnych wag w;(S). Wartosé
Shapleya daje podzial (333,83%,831).
Warto$¢ Banzhafa daje podzial (25,75, 75),
co po znormalizowaniu, aby wartosci
sumowaly si¢ do 200, daje
(28%,852,853).

Lista a = (a1, ...,an) jest wigksza
leksykograficznie niz lista b = (b1, ..., bn),
jezeli na pierwszej pozycji, na ktérej listy
sig réznig, warto$é na liscie a jest wigksza
niz na liscie b. Na przyktad lista (1, 3,4)
jest wigksza niz (1, 2, 5).

Przykladowo zysk koalicji {2, 3} to 50, bo
wedlug = otrzymuje ona 75 + 75 = 150,
a sama miataby 100.

Whikliwemu Czytelnikowi zostawiamy
sprawdzenie, czy nukleolus dla
pozostalych dwéch wariantéow
omawianych w Talmudzie, czyli
probleméw bankructwa (100; 100, 200, 300)
oraz (300; 100, 200, 300) rzeczywiScie daje
podzialy (33%,33%,331) i (50, 100, 150).

Jak mozemy zamodelowac te sytuacje z uzyciem gier koalicyjnych? Mozemy
przyjaé, ze zony sa graczami, i kazdej grupie zon (czyli koalicji) przypisaé
kwote, jaka moze sobie ona zagwarantowaé. Pierwsza zona sama (bez zadnych
negocjacji) potrafi osiagna¢ wyplate (E — ¢2)1, po prostu splacajac cale
roszczenie drugiej zony. Analogicznie, druga Zona sama moze osiagnaé¢ (F — c¢1)+.
Razem zony maja do podzialu E. Dostajemy wiec nastepujaca gre koalicyjna:

S 10 {1} {2} {1,2}
)10 (BE-c)y (E-a);y E

Podstawowym zagadnieniem w grach koalicyjnych jest wlasnie pytanie o to, jak
podzieli¢ sie wspdlnie uzyskana wyplata: (V). Praktycznie wszystkie (rozsadne)
metody podziatu dla tej gry daja dokladnie taki podzial, jaki zdefiniowali$émy
powyzej: kazdej zonie dajemy wartosé, jaka moze osiggnaé¢ sama, a calg reszte
dzielimy po réwno. Swietnie, tu podejécie teoriogrowe daje to, co chcieliémy
uzyskag!

Duzo zon, duzy klopot

A co, kiedy zon jest wiecej? Dzialajmy analogicznie i kazdej grupie zon
przypiszmy, ile moglyby sobie zagwarantowaé, gdyby splacily roszczenia reszty.
Dla og6lnego problemu bankructwa (Fjcy,...,c,) funkcja f zdefiniowana jest

wiec nastepujaco:
FS) =(E- 3 )
i EN\S
Popatrzmy na gre, jaka powstanie dla problemu bankructwa (200; 100, 200, 300).

S 10 {1y {2} {3} {12} {1,3} {2,3} {1,2,3}
fSlo o o o o0 0 100 200

Widzimy, ze w tej grze druga i trzecia zona maja symetryczne role — tak
jak w podziale (50,75, 75) opisanym w Talmudzie. Ponadto pierwsza zona
ma mniejsze znaczenie, co takze sie¢ zgadza. Dlatego tez wszystkie sensowne
metody podzialu rozwazane w grach koalicyjnych przypisza pierwszej zonie
mniej, a pozostalym dwém zonom tyle samo. Jak jednak dostaé¢ konkretnie
te warto$ci? Wartos¢ Shapleya, ktéra pojawila sie na tamach Delty juz
kilkakrotnie, przypisalaby pierwszej zonie 1/6 majatku. Warto$é Banzhafa
(po znormalizowaniu) dalaby pierwszej zonie 1/7 majatku. Okazuje sie
natomiast, ze 1/4 majatku pierwszej zonie i dokladnie taki wynik jak

w Talmudzie daje nukleolus!

O nukleolusie pisaliémy w artykule Jak podzielié lody. .. A3,. Dla danego
podziatu z, zysk koalicji to jej wyptata pomniejszona o jej warto$é w grze:
e(S,x) =3 ;cg i — f(S). Zyski wszystkich koalicji uporzadkowane rosnaco tworza
liste zyskow. Nukleolus to taki podzial wyplaty, dla ktorego lista zyskow jest
maksymalna leksykograficznie. Nukleolus stara si¢ zatem zmaksymalizowaé zysk
koalicji, ktora zyskuje najmnie;j.

Popatrzmy na zyski koalicji przy podziale x = (50,75,75) (pomijamy koalicje
pusta i koalicje wszystkich zon, bo one maja oczywiscie zerowy zysk).

S [ {1 {23 {3} {12} {13} {23}
e(S,) | 50 75 75 125 125 50

Widzimy, ze lista zyskéw to L(x) = (50,50, 75,75,125,125). Najmniejszy zysk
maja koalicje {1} oraz {2,3}. Czy istnieje podzial wyplaty y, dla ktérego wektor
bedzie leksykograficznie wiekszy? Nie, bo przeciez jezeli zmniejszymy wyplate
pierwszej zony y; < 50, to jej zysk spadnie ponizej 50: e({1},y) < 50. Z kolei jezeli
zwiekszymy y; > 50, to ponizej 50 spadnie zysk koalicji {2,3}: e({2,3},y) < 50.
Musi zatem by¢ y; = 50 oraz ys + y3 = 150. Druga i trzecia zona uzyskane 150
musza podzieli¢ po réwno, aby kolejny zysk, jaki pojawia sie na liscie zyskow,
nie byl mniejszy niz 75.

Jak wyglada nukleolus dla dowolnej liczby zon i dowolnych roszczen? Okazuje
sig, ze dokladnie tak, jak podzial z metody Aumanna i Maschlera. Czemu? To
teraz pokazemy.
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Precyzyjniej, jezeli & jest nukleolusem dla
problemu odwrotnego, to (¢; — &;)ien jest
nukleolusem dla oryginalnego. Aby to
pokazaé, w ponizszym dowodzie
wystarczyltoby zamieni¢ wode

7z powietrzem.

Dla problemu bankructwa (10;2,4, 4,6, 8)
ponizszy uktad hydrauliczny prezentuje
podzial y = (1,2, 3,4, 1). Zysk koalicji

S ={2,3} to e(S,y) = 5, jest to bowiem
koalicja wodna: ilo§¢ wody w naczyniach
zon z S (zakreskowany obszar) jest
mniejsza niz ilo$¢ powietrza

w pozostalych naczyniach (zakropkowany
obszar). Koalicja powietrzna jest np.

S ={3,4,5}.

4/6 "

1/2 3/4 1/8

‘Whioskiem z naszej analizy jest zatem
fakt, ze zysk koalicji jest mniejsza

z wartosci ,,ilo§¢ wody w naczyniach zon
z koalicji” oraz ,,ilo§¢ powietrza

w naczyniach pozostaltych zon”: e(S,z) =

= min{Z,gg Ti ZieN\S(ci B Il)}

Podziatl z, jaki dostaniemy

z powyzszego y, jezeli odblokujemy rurki
taczace naczynia. Pierwszg pozycja, na
ktérej podzialy sie réznig, jest j = 3.
Obszary oznaczone (a) i (b) pokazuja, ze
koalicje {j} oraz N \ {j} sa odpowiednio
wodne i powietrzne.

1

Jj J+1

Gdyby podziat y réznil si¢ na kolejnej
pozycji (np. y = (1,2,2,2,3)), to kluczowy
jest fakt, ze wodna koalicja jest {k}, co
pokazuja obszary (c).

(e)

Dowdéd na podstawie artykutu:

Benoit, Jean-Pierre, “The nucleolus is
contested-garment-consistent: a direct
proof”, Journal of Economic Theory 77.1
(1997): 192-196.

Dowéd hydroaerobowy

Skupimy sie na przypadku, kiedy F < C/2: jezeli E > C/2, to latwo mozna
wykazaé, ze nukleolus dla problemu odwrotnego (C' — E;¢q,...,c,) jest
dopetnieniem nukleolusa dla oryginalnego problemu.

Wezmy dowolny podzial x. Zablokujmy rurki taczace naczynia w systemie
hydraulicznym i wlejmy wode tak, aby odpowiadata podziatowi . Czym jest
teraz zysk koalicji S7 Mamy dwa przypadki. Koalicje S nazwiemy wodng,

jezeli majatek nie przekracza roszczenia zon spoza S: E < ZieN\S ¢;. Mamy
woéwcezas f(S) = 01 zysk tej koalicji jest réwny ilosci wody w naczyniach zon

z S: e(S,x) = ), x;. Koalicje nazwiemy powietrzng, jezeli majatek jest nie
mniejszy niz roszczenia pozostatych zon: £ > )7, N\s Ci- Jak pokazuja ponizsze
obliczenia, zysk tej koalicji jest natomiast réwny ilosci powietrza w naczyniach
pozostatych zon:

e(Sx) = mi—fS)=(E— Y m)—(E— > c)= > (ci—m)
i €S i EN\S i €N\S i EN\S

Jak poznaé, jakiego typu jest koalicja S?7 Musimy sprawdzi¢, czy cala woda
zmiescitaby sie w naczyniach zon spoza S. W tym celu dla dowolnego utozenia
wody w naczyniach wystarczy poréwnaé ilosé wody w naczyniach zon z S oraz
ilo§¢ powietrza w pozostalych naczyniach. Jezeli wody jest mniej niz powietrza,
to woda sie miesci, wiec mamy koalicje wodna. Jezeli powietrza jest mniej niz
wody, to woda sie nie miesci, i mamy koalicje powietrzna. Jezeli jest tyle samo,
to koalicja jest wodno-powietrzna (i wodna, i powietrzna).

Niech teraz = bedzie podzialem z metody Aumanna i Maschlera, a y dowolnym

innym podziatem. Udowodnimy, ze lista zyskow dla y jest leksykograficznie

mniejsza niz dla z. Niech j bedzie pierwsza pozycja, na ktérej oba podzialty

sie roznia. Zastanéwmy sie, ktore koalicje S przy podziale x majg zysk mniejszy

niz ;7

— Jezeli S jest koalicjg wodna, to aby jej zysk byt mniejszy niz x;, nie moze ona
zawieraé zony j ani zadnej kolejnej (bo xy > z; dla k > j). Stad wniosek, ze
S jest podzbiorem {1,...,5 — 1} i jej zysk wedlug = i y jest taki sam.

— Jezeli S jest koalicjg powietrzng, to aby jej zysk byl mniejszy niz x;, to ani 7,
ani zadna kolejna zona nie moze by¢ poza S. Stad wniosek, ze S zawiera
{j,...,n} oraz podzbiér {1,...,j — 1} i tez ma taki sam zysk wedlug z i y.

Ta analiza pokazuje, ze kazda koalicja, ktéra ma mniejszy zysk niz x; wedtug
podzialu z, ma identyczny zysk wedlug podzialu y. Aby wykazac, ze lista
zyskow dla y jest leksykograficznie mniejsza niz dla x, wskazemy koalicje, ktéra
wedlug y ma mniejszy zysk niz z;, a wedlug x nie.

(a) Jezeli z; = ¢;/2 oraz y; < x;, to taka koalicja jest {j}. Jest to koalicja wodna,
co latwo zobaczyé¢, odblokowujac rurki taczace naczynia, czyli w podziale x:
ilos¢ wody w jej naczyniu jest wowczas mniejsza badz réwna ilosci powietrza
w naczyniu kolejnej zony. Jej zysk to zatem y; < x;.

(b) Jezeli z; = ¢;/2 oraz y; > x;, to taka koalicjg jest NV \ {j}. Ta koalicja
na pewno jest bowiem koalicja powietrzna: ponownie odblokowujac rurki,
widzimy, ze w podziale = kolejna zona sama ma co najmniej tyle wody, ile
powietrza ma zona j. Jej zysk to zatem c; — y; < x;.

(c) W konicu jezeli z; < ¢;/2, to j-ta zona i wszystkie kolejne dostaja w x tyle
samo: z;. Skoro y rézni si¢ od x dopiero na pozycji j-tej, to j albo ktéras
z dalszych Zon, powiedzmy k, musi dostawa¢ mniej niz x;. Wéwczas szukang
koalicja jest {k}: jest to koalicja wodna, bo wedlug podzialu = woda z jej
naczynia nawet nie dopelni naczynia j-tej zony (lub kolejnej, jezeli j = k). Jej
zysk to zatem yi < x;.

To konczy dowdd.

Czy autorzy Talmudu znali pojecie gier koalicyjnych i nukleolusa? Jest to raczej
mato prawdopodobne. Niewatpliwie udalo im sie jednak wplynaé¢ na rozwdj
teorii gier koalicyjnych, mimo Ze (zgodnie z dostepng aktualnie wiedza) powstala
ona dwa tysiace lat pézZniej.
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