Czy Newton wiedzial? Statystyczna tajemnica skrzyni Pyx
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Sam proces bicia (tloczenia) monet byt
skomplikowany technologicznie i wymagat
od tloczacych duzej umiejetnosci

i wprawy. Jak pisze John Craig [1],
niewielu z nich bylo tak zrecznych, zZeby
zachowad wszystkie swoje palce

w nieskoriczonosé.

1 funt jubilerski = 5760 ziaren =
373,24172 grama.

1 ziarno = 0,06479891 grama.
‘W 1848 roku tolerancj¢ zmniejszono do
12 ziaren na funcie.

Z jednego funta 22-karatowego zlota
(zawierajacego 91,67 procent czystego
zlota) bito 44,5 gwinei.

Pojecie niezalezno$ci parami jest nieco
stabsze od wtlasnosdci, ze wszystkie te
zdarzenia sa niezalezne.

Jan MIELNICZUK*

Pyxem (the Pyz) nazwano w $redniowiecznej Anglii skrzynie, do ktorej
odkladano egzemplarze monet wytloczonych przez londyriska Mennice (The
Mint) w celu pézniejszej ich inspekcji (Trial of the Pyz). Nazwa wywodzi sie

od greckiego stowa pyrus, oznaczajacego wlasnie skrzynie. Pierwsza publiczna
inspekcja skrzyni odbyta sie w 1248 roku, a z 1279 roku pochodzi zachowany
edykt Edwarda I opisujacy calg procedure. Do potowy XIX wieku Mennica
byla instytucja niezalezna od Korony i funkcjonowala na podstawie kontraktu
z monarcha (Mint Indenture). Kontrakt specyfikowal zobowiazania Mennicy

i wynagrodzenie jej pracownikéw za bicie monet. Przewidywal on ttoczenie
monet o okreslonej jakosci i wadze z kruszcu dostarczanego przez kréla.

Co ciekawe i wazne dla tej historii, prawo dostarczania zlota w celu bicia monet
przystugiwalo, za oplata, kupcom bedacym importerami ztota lub zlotych monet
(np. francuskich luidoréw czy niderlandzkich guldenéw). W celu weryfikacji
jakoéci monet codziennie jeden losowo wybrany z produkcji egzemplarz

trafial do Pyxa. Zbiorcza inspekcja monet zgromadzonych w skrzyni byla
przeprowadzana w nieregularnych odstepach czasowych, co 2—4 lata, a czesto
dopiero wtedy, gdy skrzynia byta pelna. Sama inspekcja byta dokonywana przez
reprezentantow niezaleznej od krola gildii zlotnikéw, w obecno$ci monarchy lub
jego przedstawiciela. Jesli zakonczyla sie pomyélnie, cala kontrole wienczyla,
przypuszczalnie daleka od wegetarianskiej, uczta.

Sprawdzanie jakosci monet. Proces kontroli jakoSci monet obejmowat
kontrole préby zlota (procentowej zawartosci kruszcu w monecie) oraz kontrole
ich wagi. Kontrola wagi polegala na sprawdzeniu, czy laczna waga monet

w skrzyni miesci sie¢ w dopuszczalnych granicach dla takiej ich liczby. Jakie
byly te dopuszczalne granice? Oméwimy to na przyktadzie zlotych gwinei, ktére
bytly emitowane od XVII wieku do poczatku XIX. Na potrzeby tego artykutu
okreslmy tolerancje jako maksymalna dopuszczalna odchyltke (w gére lub w dét)
od nominalnej wagi. Nominalna waga jednej gwinei wynosita 129 ziaren (grains).
Dopuszczalna tolerancja na zlotych gwineach o lacznej nominalnej wadze 1 funta
(chodzi tu o tzw. funt jubilerski, troy pound) wynosila 40 ziaren, to znaczy ich
faktyczna waga nie mogla by¢ wieksza od 5800 ziaren i mniejsza od 5720 ziaren.
Tolerancja zwiekszala sie liniowo w zaleznosci od lacznej nominalnej wagi monet
w skrzyni, tak wiec jesli w skrzyni byly monety o nominalnej wadze 87 funtéw,
to tolerancja dla tej wagi wynosita 87 x 40 = 3480 ziaren.

W poczatkowym okresie kontroli skrzyni Pyx wynik pozytywny nie oznaczal
bynajmniej konica calego procesu. Mianowicie, w przypadku pozytywnego
wyniku kontroli, ale wskazujacego na to, ze sredni ciezar monety byl ponizej
ustalonej wagi, réznica w wadze dla caltosci produkeji mennicy od poprzedniej
kontroli musiata by¢ zwrécona do skarbca krélewskiego. Pozniej tej praktyki
zaniechano (by¢ moze dlatego, zeby posada kierujacego Mennica byla jeszcze
bardziej intratna). Jak sie dalej okaze, bylta to dla Korony bardzo zla decyzja.
Aby dokladnie uzasadni¢, dlaczego, przydadza nam sie pewne podstawowe
pojecia i fakty z rachunku prawdopodobienstwa. Czytelnicy, ktérzy sa
zaznajomieni z ta dziedzina — lub nie sa szczegdlnie zainteresowani czescia
techniczna — moga $miato kontynuowaé lekture za wzorem (ED

Jak powinna zmienia¢ sie tolerancja? Przypomnijmy kluczowa dla
odpowiedzi na to pytanie koncepcje statystycznej niezaleznosci. Méwimy, ze
dwa zdarzenia losowe A i B majace niezerowe prawdopodobienstwa wystapienia
sa niezalezne, jesli zaobserwowanie jednego z tych zdarzen nie zmienia oceny
prawdopodobienistwa zajscia drugiego. W terminach prawdopodobienstwa
warunkowego P(A|B) := P(A N B)/P(B) wyraza si¢ to jako

P(A|B) = P(A).
Po przemnozeniu obu stron drugiej réwnosci przez P(B) > 0 jest to réwnowazne
réwnosci P(AN B) = P(A) - P(B). Ciag zdarzen losowych sklada sie ze zdarzen
parami niezaleznych, jesli dowolne dwa zdarzenia w tym ciagu sa niezalezne.
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Dla zmiennych losowych X i Y ich niezaleznosé
oznacza, ze zdarzenia polegajace na przyjeciu wartosci
z dowolnie okreslonych zbioréw sa niezalezne, to znaczy
P(X eC,Y e D)=P(X € C)-P(Y € D). Mozna sie
teraz domysli¢, jak zdefiniujemy niezaleznos¢ parami
ciagu zmiennych losowych Xi,..., X,,: oznacza to po
prostu, ze dowolne dwie zmienne losowe w tym ciggu sa
niezalezne.

Przypomnijmy teraz dwie podstawowe charakterystyki
zmiennych losowych. Pierwsza z nich to wartosé
oczekiwana: dla zmiennych, ktére moga przyjac
skonczenie wiele wartosci a1, ..., ay, jest to suma tych
wartosci przemnozonych przez prawdopodobienistwo ich
uzyskania, tzn.

N
EX =Y P(X =a,)-a;
i=1

Zgodnie z prawem wielkich liczb $rednia wartosé
ciagu niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie prawdopodobienstwa zbiega do wartosci
oczekiwanej pojedynczej zmiennej — temu wartosé
oczekiwana zawdziecza swoja nazwe.

Druga z istotnych dla nas wielkosci to wariancja, czyli
wartos¢ oczekiwana kwadratu odstepstwa od wartosci
oczekiwanej:

Var X = E(X — EX)”.

Zgodnie z nierdwnoécig Markowa dla zmiennej

losowej X przyjmujacej wartosci nieujemne i dowolnej
dodatniej liczby rzeczywistej a zachodzi P(X > a) < %
(krétki dowdd ponizej).

aP(X > a) = Z a P(X = a;) < Z a; - P(X = a;) <EX

iia;>a iia;>a

Podstawiajac pod X zmienng (X — EX)?2, dostajemy
nieréwnosé Czebyszewa: P((X —EX)? > a) < YarX,

a

ktéra mozemy przepisa¢ (podstawiajac ox = v Var X
ic=+/a/ox) w postaci:
1

P(|X —EX|>c-ox) <z

To oszacowanie jest bardzo zgrubne, stanowi jednak
proste uzasadnienie tego, ze ox (nazywane odchyleniem
standardowym) jest dobra ,jednostka” tolerancji —
widzimy, ze prawdopodobienstwo odstepstwa zmiennej
od jej wartosci oczekiwanej o wielokrotnosé ox

maleje co najmniej tak, jak kwadrat wspotczynnika
wielokrotnodci.

Przyjrzyjmy sie teraz, co mozna powiedzie¢ o wariancji
sumy zmiennych losowych. Zauwazmy, ze jesli X i Y sa
niezalezne i przyjmuja odpowiednio wartosci a; (i < N)
oraz b; (j < M), to

EXY =Y P(X =a;,Y =bj)a;b; =

2Y)
= ZP(X = al)IP’(Y = bj)aibj =
4,9

= Z P(X = a;)a; - ZIP(Y =b;)b; = EX -EY.
i J
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Z powyzszej wlasnosci wynika wazna wlasnosé
wartosci oczekiwanej iloczynu scentrowanych (czyli
pomniejszonych o ich warto$¢ oczekiwana) zmiennych
losowych X —EX i Y — EY. Scentrowanie sprawia,
ze zmienna, jaka w rezultacie otrzymamy, ma
zerowa warto$é¢ oczekiwang. Ponadto (latwy dowdd
pozostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia)
niezaleznos$¢ zmiennych losowych pociaga za soba
niezaleznos¢ ich scentrowanych wersji. Stosujac teraz
ostatnig réwnosé do zmiennych scentrowanych X — EX
iY —EY, dostaniemy:

E[(X —EX)(Y —EY)]=E(X —EX)-E(Y —EY) =

=0-0=0.

Ostatecznie dla niezaleznych zmiennych losowych X,Y

Var(X +Y) = E((X —EX) + (Y —EY))” =
=E(X -EX)*+E(Y —~EY)*+2E(X ~EX)(Y —-EY) =
=Var X +VarY

(niejawnie skorzystaliémy z prostego, acz wielce
pozytecznego faktu, ze wartos¢ oczekiwana sumy
zmiennych losowych to suma wartoéci oczekiwanych
tych zmiennych). Podobnie mozemy uzasadnié
analogiczna réwnos¢ dla sumy wiekszej liczby
niezaleznych sktadnikéw.

W naszej historii zmienna X; oznaczac¢ bedzie wage
(z dokladnoscia do jednego ziarna) i-tej monety

w skrzyni Pyx. Rozsadnym zalozeniem jest przyjecie,
ze waga i-tej monety nie zalezy od wagi zadnej innej
monety w skrzyni, czyli ze wagi monet sa parami
niezalezne.

Obliczmy teraz wariancje tacznej wagi monet w Pyxie.
Niech S,, = >, X; bedzie laczna waga monet
w skrzyni. Jak wcze$niej pokazalidmy,

Var S,, = Z Var(X;).
i=1

Niech 02 = Var S,,. Jedli przyjmiemy zalozenie, ze
rozklady wag monet sie nie réznia, to z ostatniej
rownosci wynika, ze

On =/no1.

Czytelnicy bardziej obyci z rachunkiem prawdopodobienstwa
doskonale zdaja sobie sprawe z tego, ze w kontekscie sumy
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie odchylenie
standardowe staje si¢ idealng miarg tolerancji w tym sensie, ze na
mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego

lim P(|S, —ES,| >c-0o,) = 2(1 — @((:)),

n— oo

(*) oy, = noy,

czyli

gdzie ® jest dystrybuantq rozkladu normalnego. Zachodzi ponadto:
2
c

1 ,
1—®(c) L ——e 2,
()\C T

co pokazuje, jak bardzo zgrubne jest w tej sytuacji wczesniejsze
oszacowanie wykorzystujgce nieréwnoéé¢ Czebyszewa.
UzasadniliSmy zatem istotna dla naszych rozwazan
wlasnoéé: jesli za miare zmiennosci zmiennej losowej
przyjmiemy jej odchylenie standardowe, to odchylenie
standardowe sumy n parami niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozkladzie jest réwne odchyleniu
standardowemu pojedynczej zmiennej przemnozonemu
przez pierwiastek z liczby zmiennych.



Co z tego wynika?

Konsekwencje naszych rozwazan dla tolerancji
obowiazujacych Mennice trudno przeoczy¢. Granice
tolerancji w procedurze kontroli Pyxa byly ustawiane
za bardzo liberalnie, co powodowalo w szczegdlnosci,

ze konsekwentnie wybijajac monety o tej samej,
mniejszej niz nominalna wadze, mozna bylo i tak
zmiesci¢ sie w granicach tolerancji; przejsé przez
inspekcje i zachowaé posade. Dla przyktadu zalézmy, ze
dopuszczalna tolerancja na wadze jednej hipotetycznej
monety wynosi 1 ziarno. Wtedy na partii 100 monet
dopuszczalna tolerancja (zgodnie z wytycznymi
kontroli Pyx) wynosi 100 ziaren. Jednak zgodnie

z naszymi ustaleniami ta tolerancja powinna

byé rzedu /100 = 10 ziaren! Zmniejszajac wage
pojedynczej monety o 9/10 ziarna, mieécimy si¢

ciagle w granicach tolerancji, gdyz strata na wadze
wynosila (9/10) x 100 = 90 ziaren, co nawet po dodaniu
V100 = 10 ziaren, czyli ,wlasciwej” tolerancji, nie
przekracza zadanego putapu 100 ziaren.

Dlaczego ustalenie zbyt liberalnych granic tolerancji
byto grozne? Jedli monety byly zbyt lekkie i wchodzity
do obiegu, to po pierwsze, korzystata na tym

Mennica (przypomnijmy: Mennica byla niezalezna

od Korony), a po drugie obnizalo to zaufanie do
pieniadza — gwinea powinna by¢ tyle warta, ile kruszec,
z ktérego zostata wybita. Jesli monety byly zbyt
ciezkie, co bylo wychwytywane przez zlotnikéw, to
tracita na tym Korona, a zyskiwali zlotnicy. Monety
byly pozbawiane nadmiarowej czesci kruszcu przez
spilowanie, nastepnie po przetopieniu wracalty do
Mennicy do ponownego wybicia z nich monet. O tym,
ze proceder ten byl dosy¢ powszechny, $wiadczy fakt,
ze zbyt ciezkie monety poddane temu procesowi
doczekaly sie swojej wlasnej nazwy: ,powracajace
gwinee” (come-again-guineas). Jesli zestawimy to

z faktem, ze inspekcja skrzyni dotyczaca wagi tylko
dwukrotnie (i to w obu przypadkach przed 1550 r.)
zakonczyla sie werdyktem negatywnym, mozemy
wnioskowaé, ze monety w obiegu ,,nie trzymajace wagi”
mogly by¢ zjawiskiem powszechnym, w kazdym razie
do momentu, gdy kierowanie Mennica objal Izaak
Newton. Jednakze umyslne zanizanie wagi zlotych
monet przez trzymanie si¢ dolnej granicy tolerancji
wytykano w parlamencie brytyjskim — co moze nie jest
zaskakujace — Francuzom. . .

Izaak Newton jako kierujacy Mennicg. Newton
byl zwiazany z Mennica przez ponad 30 lat, najpierw
piastujac funkcje nadzorcy (Warden), a p6ézniej, od
roku 1699 az do $mierci w roku 1727, kierujacego
Mennica (Master of the Mint). W odréznieniu od wielu
swoich poprzednikow, ktorzy traktowali to stanowisko
wytacznie jako zrédto dodatkowych dochodéw, Newton
bardzo zaangazowatl sie w dzialalno$¢ Mennicy

i doprowadzil do znacznego poprawienia efektywnosci
procesu ttoczenia monet.

‘W kontrakcie Newton mial réwniez wpisane $ciganie i wszczynanie

postepowan wobec falszerzy monet. Tego obowiazku Newton bardzo
nie lubit i prosit kréla o zwolnienie go z niego.
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W rezultacie zjawisko przetapiania zbyt ciezkich monet
i powtérnego ich bicia z uzyskanego kruszcu zostato
bardzo ograniczone. Nas interesuje jednak pytanie, czy
Newton zdawat sobie sprawe, ze tolerancja wagi monet
sprawdzana podczas kontroli Pyxa i wynoszaca za jego
czas6éw 40 ziaren na funt jest zbyt liberalna?

Mimo ogromnej dbalosci o jakos$é bitych monet Newton nie uniknat
oskarzenia o zanizanie préby zlota. Stato si¢ to podczas kontroli Pyxa
w 1710 roku. Newton przekonujgco argumentowal, ze powodem tego

byta zbyt wysoka zawarto$é¢ zlota w referencyjnym stopie (trial plate),
ktéra wynosita 91,71 procenta zamiast wymaganych 91,66 procenta.

Dwa fakty sa interesujace w tym kontekscie. Fakt
pierwszy: Newton, cho¢ sam zbytnio nie interesowatl
sie losowoscia, znal dobrze Abrahama de Moivre’a,
jednego z ,,0jcéw” rachunku prawdopodobienstwa,

i mégt z nim rozmawiaé o tej kwestii. Wynik Jakuba
Bernoulliego, opublikowany w jego Ars Conjectandsi,
moéwiacy o tym, jak prawdopodobne jest odchylenie
frakcji ortéw od 1/2 w wielokrotnym rzucie moneta,
podane w terminach odchylenia standardowego

dla frakcji, byt de Moivre’owi, jesli nie Newtonowi,
doskonale znany. Drugi fakt to informacja, ze w chwili
$mierci Newton byl bogatym czltowiekiem, choé nie
zaliczal sie do takich przed zostaniem kierujacym
Mennicg, co nasuwa pytanie, czy wzbogacenie Newtona
nie bylo zwiazane z wykorzystaniem jego wiedzy

o zbyt liberalnej tolerancji dla wagi monet. Nalezy

tu jednoczesnie podkredlié, ze jako kierujacy Mennica
pobieral sowite wynagrodzenie.

Historycy statystyki sa zgodni co do twierdzacej
odpowiedzi na postawione pytanie: Newton musial sobie
zdawaé sprawe, ze tolerancje wyznaczone w inspekcji
Pyxa nie wymuszaja pozadanej wagi pojedynczej
monety i dlatego przedsiewzial dziatania majace na
celu ulepszenie procesu bicia monet. Niestety, nie

ma jednak zadnych konkretnych dowodéw na to,

ze Newton wiedzial, ze zmiennoé¢ sumy skaluje sie
proporcjonalnie do pierwiastka z liczby skladnikéw.
Posrednim argumentem w tych rozwazaniach, ktéry
przytaczamy za S. Stiglerem [2], moze by¢ jedynie
przeprowadzona przez Newtona analiza $redniej
dlugosci trwania rzadéw monarchéw poczyniona

na podstawie analizy 12 dynastii, od czaséw Judei

do wspodlczesnej mu Francji. Doprowadzita ona do
konkluzji, ze przecietna dlugo$é rzadéw wynosila od 18
do 20 lat [3]. Co ciekawe, Newton podaje przedzialowa
ocene dlugosci rzaddéw, a nie Srednig wyliczong z danych
(wynoszaca 19,1 roku). Co wiecej, wynoszaca jeden rok
odchytka od $redniej i prowadzaca w przyblizeniu do
uzyskanego przez Newtona przedziatu zgadza si¢ niemal
dokltadnie z odchyleniem standardowym policzonym

z danych, podzielonym przez pierwiastek z liczby
obserwacji. Niestety samego wyliczenia prowadzacego do
wartosci odchytki Newton nie podaje.

Jesli Newton wiedzial, to dlaczego nie starat si¢ zmienic¢
kryteriow kontroli skrzyni Pyx? Powdd jest oczywisty — nie
bylto to w jego interesie. Przypuszczalnie nie bylo to rowniez
w interesie kréla, ktéremu zalezalo na podtrzymaniu
zaufania do znajdujacych si¢ w obiegu monet.



Jeszcze o tolerancji

Istotna kwestia jest rowniez to, jak ustalono tolerancje
dla partii o ciezarze 1 funta. W 1850 roku na polecenie
Izby Gmin zwazono 10 tysiecy zlotych suwerendéw.

Zloty suweren to zlota moneta o wartosci jednego funta bedaca
w obiegu od 1817 roku.

Okazalo sie, ze rozklad wagi tych monet byt

w przyblizeniu normalny, a doktadnie 454 z nich byty
nienormatywne, to znaczy za lekkie lub za cigzkie
wzgledem tolerancji dla 1 funta monet (w 1848 roku
zmniejszonej do 12 ziaren na funt) po jej liniowe;j
transformacji na dopuszczalny ciezar jednej monety.
Tak wiec frakcja nienormatywnych monet wynosila
454/10000 ~ 0,05. Oznacza to, ze tolerancja dla
jednej monety byla wyznaczona bardzo rozsadnie:
odpowiadata malemu prawdopodobienistwu jej
przekroczenia przez jedna, losowo wybrana, monete.
Natomiast problem pojawia sie, gdy prawidtowa
tolerancje dla jednej monety liniowo przeksztalcimy
na tolerancje¢ dla partii monet o wadze jednego
funta.

Zamiast podsumowania

Wiedza, ze tolerancja w inspekcji Pyxa jest zbyt
liberalna, byla przypuszczalnie dostepna zardéwno
wigkszosci kierujacych Mennica, jak i zlecajacych
kontrole monarchom. Paradoksalnie, mogto to by¢ na
reke jednym i drugim. Kierujacemu Mennicg pozwalata
spaé spokojnie — bez strachu, ze zostanie odwolany

i, by¢ moze, dawata mozliwo$é uzyskiwania korzysci
finansowych w wyniku bicia nieco 1zejszej monety.
Kroélowi, bo zapewniala bardzo potrzebne zaufanie
spoteczne do pieniadza. By¢ moze, na co jednak nie
ma zadnych dowodéw, monarcha mégt wptywaé na
kierujacego Mennica, Zzeby bil nieco 1zejsza monete.

Na koniec warto dodaé, ze sam proces kontroli skrzyni
Pyx jest jednym z pierwszych, jesli nie pierwszym,

w historii przykladem dokonywanej systematycznie
statystycznej kontroli jakosci.
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Rozwigzania zadan z artykulu Nie wiem, czy wiesz. ..

1. Przyjrzyjmy sie doktadniej wnioskom z drugiej negatywnej
odpowiedzi. Ot6z skoro Bernard nie ma liczby 0 (i juz wie, ze Alojz
juz o tym wie), to po odpowiedzi Alojza moze wywnioskowaé
nie tylko, ze ten nie ma liczby 0, ale tez 1. Istotnie, gdyby Alojz
mial 1, to Bernard musialby mieé¢ 2. Rozumujac analogicznie
dla kolejnych etapéw zabawy, dochodzimy do wniosku, ze jesli
w pytaniu k-tym padta odpowiedz negatywna, to zaden z geniuszy
nie moze mie¢ liczby k — 2 ani mniejszej; w szczegdlnosci gdyby
padlo k = n + 2 przeczacych odpowiedzi, to zaden nie mégtby
mie¢ liczby k — 2 = n.

2. a) Nie. Poniewaz kazda liczba (w tym 0, co kluczowe) moze
by¢ sparowana z wiecej niz jedna, wiec pierwsza negatywna
odpowiedz nie dostarcza zadnej nowej informacji. Wobec

tego stan wiedzy kazdego geniusza po pierwszym pytaniu jest
doktadnie taki jak przed nim. Ten sam argument mozna wiec
zastosowaé do drugiego, trzeciego i kazdego kolejnego pytania.

b) Tak! Odpowiedzi twierdzacej nalezy spodziewaé sie nawet
wcezesniej niz w oryginalnym scenariuszu. Bernard znaltby
liczbe Alojza, gdyby sam mial 0,1 lub 2. Zatem jesli odpowie
»hie”, to wiadomo juz, ze ma co najmniej 3. Dalszy ciag
argumentu jest analogiczny jak w gléwnym tekscie artykutu.

3. Otéz gdyby Odyn ktamatl, znaczyloby to, Zze na wyspie sa
sami bohaterowie. Kazdy z nich widzialby poza sobg tylko
bohateréw, zatem ufajac Odynowi musiatby uznaé siebie
samego za tchorza. To oznacza, ze gdyby Odyn klamal, to
wszyscy Wikingowie odptyneliby juz w dniu objawienia, a nie
setnego dnia.

5. Naiwne poszukiwania nie sg tu, niestety, zbyt owocne.
Autor bezposrednio (choé z pomoca komputera) sprawdzil,
ze wéréd liczb ponizej 100 dwa rozktady na trzy czynniki

o réwnej sumie maja jedynie 40 =1-5-8 =2-2- 10,
90=1-9-10=2-3-150raz96=1-8-12=2-3-16. Mozna
takze zauwazy¢, ze szukana liczba nie moze by¢ pierwsza, nie
moze by¢ tez potega liczby pierwszej ani iloczynem doktadnie
dwoch liczb pierwszych. Uzasadnienie tych wnioskow nie jest
trudne i zostawiamy je Czytelnikowi.
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Sprébujmy wiec doktadniej odtworzy¢ sytuacje, ktéra
wystapita w zadaniu. (Nie twierdzac, ze inna jest niemozliwa).
Okazalo si¢ tam, ze 1-6-6=2-2-9oraz 1 +6+6 =

=24 2+9. Sprébujmy wiec znalezé takie liczby a, b, ze
1+ab+ab=a+a+b* (réwnosé 1-ab-ab=a-a-b* jest
oczywista). Przeksztalcajac, otrzymujemy 2a(b— 1) = b% — 1

i w konsekwencji 2a = b + 1. Przyklad w zadaniu otrzymujemy,
ktadac a = 2. Natomiast a = 3 prowadzi do liczby 225.
Bezposrednio mozna sprawdzié, ze z liczba 225 w miejscu 36
zadanie ,Cérki” nadal jest sensowne, a jego rozwiazanie
przebiega analogicznie do przedstawionego w artykule.
Otrzymane wyniki sg tez w granicach wiarygodnosci jako
wiek czlowieka.

6. Gdyby na wyspie nie bylo lwow, koza bylaby bezpieczna.
Oznacza to, ze samotny lew moze ja zje$¢ bez obawy o swdj
los (bo stanie sie wtedy samotna, a wiec bezpieczna, koza).
Jesli wiec na wyspie zyja dwa lwy, to koza jest bezpieczna:
lew, ktéry by ja zjadl, zostalby koza na wyspie z jednym
Ilwem, czyli kozg zjedzona. Rozumujac tak dalej, wnioskujemy,
ze koza jest bezpieczna, gdy liczba lwéw n jest parzysta,

a zjedzona, gdy n jest liczba nieparzysta.

7. Oznaczmy liczbe Toli litera ¢, a Lolka — [. Skoro Tola nie
znata [, to znaczy, ze t jest dzielnikiem liczby 1282. Istotnie,
w przeciwnym razie nie mogtaby zachodzi¢ rownosé 1282 =t - [,
zatem mielibySmy 1282 =t + 1 istad [ = 1282 —t — o czym
wiedziataby Tola. Podobnie jak t, takze [ musi by¢ dzielnikiem
liczby 1282. Ponadto t > 1282/2, gdyz gdyby byto ¢ < 1282/2
it+1=1282, to !l > 1282/2. Jedynym dzielnikiem liczby
naturalnej wickszym od jej potowy jest ona sama, zatem Lolek
wiedzialby, ze t = 1282. Nie moze tez mieé liczby 1282, bo
wowczas wiedzialby, ze t = 1. Liczba Lolka musi wigec by¢
réwna 1282/2 = 641. W tym zadaniu kuszace jest wypisanie
dzielnikéw liczby 1282. Okazuje sie jednak, ze nie jest to
czynnos$é niezbedna; istotnie, powyzszy argument pozostaje
skuteczny po zastapieniu liczby 1282 dowolna inng liczba
parzysta, niezaleznie od jej dzielnikow.



