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anomalii). Wskazania kompaséw w okolicach biegunéw péinocnego N

i potudniowego S pokazuja rysunki na marginesie. Kazdy z podréznikéw chce
dotrze¢ na biegun péinocny. Jesli podréznik nie znajduje si¢ akurat na biegunie,
to wie, co ma robié¢: wedruje wzdtuz potudnika, na ktérym sie znajduje, zgodnie
ze wskazaniem kompasu. Ale na biegunie kompas jest bezuzyteczny, bo nie
pokazuje jednego kierunku — bieguny sa punktami krytycznymi dla zadania
podroéznika. Mimo to podréznik bedacy na biegunie péilnocnym umie poradzié
sobie z zadaniem: po prostu stoi w miejscu.

W ten sposéb zadanie dotarcia do bieguna i sam proces podrézy daja nam
podzial powierzchni Ziemi (ktéra matematyk widzi jako sfere) na czesci,
nazywane komoérkami. Jedna to prawie cala sfera wraz z punktem IV, druga jest
jednopunktowa i sklada sie z bieguna S. Zauwazmy, ze komérki sa w pewnym
sensie prostsze niz wyjsciowa sfera: ta wieksza komoérka to wlasciwie plaszezyzna,
tylko troche wygieta.

Twierdzenie o rozkladzie. Powyzszy przyklad wyglada na latwy, ale
Czytelnik moze sobie wyobrazié, ze jesli zamiast sfery prébujemy podzieli¢ na
proste kawatki przestrzenn o mniej oczywistej strukturze, to problem robi sie
znacznie ciekawszy. Dla pewnej klasy przestrzeni rozwiazaniem jest twierdzenie
Andrzeja Szczepana Bialynickiego-Biruli o rozkladzie, ktére mozna wypowiedzieé
jednym zdaniem:

Jesli pogrupujemy punkty rozmaitosci X wzgledem granic przy dziataniu
grupy K*, to otrzymamy zaskakujgco tadne i mniej skomplikowane
podrozmaitodci.

To, ze X jest rozmaitoscig, znaczy, ze w bliskiej okolicy kazdego swojego punktu
przypomina zwykla przestrzen euklidesowa: prosta, ptaszczyzne, przestrzen
tréjwymiarowa,. .. byé moze troche zakrzywiona. Taka strukture maja na
przyklad okrag, sfera, powierzchnia torusa, ale tez bardziej skomplikowane
formy, jak przestrzeni rzutowa (o ktérej za chwile).

Oprécz rozmaitoéci mamy grupe, czyli zbiér elementéw, na ktérych mozemy
wykonywaé¢ pewne dzialanie oraz je odwracac¢. Na przyktad grupe R*
niezerowych liczb rzeczywistych, ktére da sie mnozy¢ i dzieli¢. Taka grupa dziala
na pewnej rozmaitosci, jedli kazdy jej element cos$ robi z punktami rozmaitosci,
jako$ je przestawia. Co wigcej, te przestawienia maja by¢ zgodne z mnozeniem
w grupie, ale tu nie bedziemy potrzebowali tego doktadnie wyjasnic.

Sprébujmy w tym jezyku opowiedzie¢ o wyprawie na biegun péinocny.

Jak zwykle, zamiast o powierzchni Ziemi mys$limy o sferze S? zanurzonej

w tréjwymiarowej przestrzeni R®. Opiszmy te sfere réwnaniem x? + 32 + 22 = 1.
Dziata na niej grupa R* w nastepujacy sposéb. Trzecig wspéirzedng punktu
:Z;i dla pewnego r € R. Wtedy liczbie

t € R* przypiszemy przeksztalcenie S?, ktére przesuwa punkt wzdtuz potudnika
do punktu o trzeciej wspolrzednej z; = %. Skad te wzory? Pochodza

od mnozenia przez liczby z R*, jesli najpierw rozprostujemy poludnik
przeksztalceniem odwrotnym do rzutu stereograficznego. Geometryczny
charakter przedstawionych zaleznoéci prezentuje rysunek na marginesie.

na sferze mozemy zapisaé jako z =

Oczywiscie wspolrzedne z i y tez sie zmienia — w taki sposéb, zeby podréznik
zostal na tej samej dlugosci geograficznej — ale nie potrzebujemy zna¢ dokladnie
ich nowych wartosci. Zauwazmy jeszcze, ze bieguny moglibySmy (niezbyt $cisle)
opisa¢, w miejsce r wstawiajac 0 oraz oo.
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Rozwigzanie zadania F 1085.
Zacznijmy od przypomnienia skal energii.
Energia wigzan chemicznych to

co najwyzej okolo 10 eV — wigzanie
czasteczki N o energii 9,79 eV nalezy do
najsilniejszych. Energia wigzania
elektronéw wewnetrznych powtok
atomowych lekkich pierwiastkéw sigga
pojedynczych kiloelektronowoltéw

(1362 eV dla neonu). Oznacza to, ze azot
ogrzany do temperatury

T = 5000 eV /k ~ 5,8 - 107 K jest
mieszaning jonéw azotu N7+

i elektronéw e~ w liczbie 7 razy wigkszej
niz liczba jonéw azotu, a $rednia energia
kinetyczna kazdego z jondéw i elektronéw
wynosi 2000 eV. Z kazdego mola azotu
czasteczkowego o masie

m =214 g = 28 g powstaje 16 moli
mieszaniny gazéw jednoczastkowych.
Wartoéé ciepta wlasciwego w statej
objetosci na jednostke masy tej
mieszaniny wynosi:

: 3 16R /1

=3 /m.
W powyzszym wzorze
R =~ 8,314 J/(mol-K) oznacza stalg
gazowg. Liczbowo: ¢, = 7,13 J/(g-K) i jest
okoto 1,7 raza wigksze od ciepta
wlasciwego cieklej wody. Podana
temperatura 5000 eV /k to okolo polowy
temperatury w poblizu centrum wybuchu
jadrowego.

Definicje na klasach punktéw mozna ujaé
w zgrabnej formie:

RP? := (R®\ {(0,0,0)})/R".

Delta, maj 1996

Twierdzenie o rozktadzie méwi o grupowaniu punktéw S? wzgledem granic przy
dziataniu R*. Mozemy zapisaé¢ z; = %, skad widaé, ze dla kazdego r # 0
(czyli z £ —1) jesli ¢ dazy do oo, to z; dazy do 1. A jedyny punkt na sferze,

w ktérym z = 1, to biegun N. Wobec tego grupowanie punktéw S? wzgledem
granic przy badanym dzialaniu wyodrebnia, jak przewidzieliémy, duza komorke
zlozona z calej sfery oprécz bieguna S, dla ktérej granica jest biegun N. Druga
komorka jest jednopunktowa, zlozona z bieguna S, ktéry jest swoja wlasna
granica przy dzialaniu R*, czyli tak zwanym punktem stalym.

Granice, ktérych... brakuje. Jak widaé, granice przy dzialaniu grupy sa
kluczowym elementem twierdzenia o rozktadzie. W powyzszym przykladzie
mieliSmy szczedcie, i udato nam sie je dosé tatwo obliczyé. Spdjrzmy teraz na
sytuacje, ktéra pomoze nam lepiej zdefiniowaé granice przy dziataniu grupy
w ogélnym przypadku.

Niech K = R i okre$lmy dzialanie R* na plaszczyznie R? wzorem

(1) to(x,y) = (t"tx, ty),
gdzie t € R*. Jaka jest granica punktu (z,y) przy tak okreslonym dzialaniu? Jesli
y = 0, to sprawa jest prosta:

. BT —1 T —1 o
Jim to(z,y) = lim ¢z, ty) = lim ("2, 0) = (0,0).

Ale jesli y # 0, to ta granica nie istnieje na plaszczyznie. .. Fakt, ze czasem
tak sie dzieje, jest irytujacy. Mamy klopot, poniewaz uzyliémy plaszczyzny R2,
ktorej brakuje ,,punktéw w nieskoniczonosci”. Problem ten odczuwalo juz
wielu matematykéw i istnieje standardowe lekarstwo: zamiast ptaszczyzny R2
powinnidmy rozwazy¢ plaszczyzne rzutowg.

Plaszczyzna rzutowa to wersja plaszczyzny z ,wbudowang nieskonczonoscia”.
W Delcie o niej nie raz juz byla mowa — po krétki opis mozna siggna¢ do Ay,
ale lepiej poznaé ja z réznych punktéw widzenia w A3,l Tutaj zdefiniujemy

ja jako zbiér punktéw R3 \ {(0,0,0)} (tak!), gdzie utozsamiamy punkty

(0, Yo, 20) oraz (x1,y1, 21), jesli sa proporcjonalne, czyli istnieje taka liczba

A€ R* ze z1 = Azg, y1 = Ayo, 21 = Azg. Klase tak utozsamionych punktéw
oznaczamy przez (o : Yo : 20), a zbidr wszystkich tych klas to wlasnie plaszczyzna
rzutowa, oznaczana jako RP2. Dodajmy, ze z przedstawionej definicji wynika, iz
(2o : Yo : 20) = (Axo : Ayo : Azp) dla kazdej niezerowej liczby A.

Z tej definicji nie wida¢ jednak zupetnie, dlaczego RP? nazywa sie plaszczyzng
rzutowa. Otéz w kazdej klasie (x¢ : yo : 20) € RP?, gdzie 29 # 0, jest dokladnie
jeden punkt z ostatnia wspélrzedna réwna 1 — to (xo/z0,Yy0/20,1). Mozemy wiec
utozsamié zbior

U := {(a:o:yozzo)eR]P’2 | 20#0}
ze zbiorem R?, gdzie punktowi (zg : yo : 20) € RP? odpowiada (xq/z0,y0/20) € R?.
Pozostale punkty RP?, te postaci (z : yo : 0), uwazamy za dodane do
plaszczyzny U punkty w nieskoriczonosci.

Wracajac do naszego przykladu, mozemy zdefiniowa¢ dziatanie R*
na RP? poprzez to (z:y:z) = (t o :ty: z). Jedli popatrzymy na U, to
to(r:y:1)=(t"tx:ty:1), co dokladnie zgadza si¢ ze wzorem , ktérym
powyzej definiowaliémy dzialanie na R2. Teraz wreszcie mozemy znalezé granice
dowolnego punktu przy tak ustalonym dziataniu. Mianowicie, jesli wezmiemy
(x:y:z) € RP? gdzie y # 0, to
: v o) — T (4= Lo e e N — Tipp (#—1 .41 .1 P N
tli)lgloto(x.y.z)—tli)rgo(t m.ty.z)—tli)rglo(t T ex ittty it 2) =

= lim(t2zx:y:t7'2)=0:9:0)=(0:1:0).
t— o0
Proéciej mozna obliczyé granice punktu (z : 0 : z) € RP?, gdzie z # 0:
: .0 - — 1 -1..0. — .0 - — .0 -
tlgl;loto(x.o.z)—tgr&(t :0:2)=(0:0:2)=(0:0:1).

Ostatni nierozwazony jeszcze punkt RP? to (1:0:0). Ale w tym przypadku
to(1:0:0)=(t"1:0:0)=(1:0:0), czyli mamy punkt staly dzialania.
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Rozwigzanie zadania M 1767.
Zauwazmy, ze

(m+1) (m(/im + 3)2 + l) =

= ((’m + 1)(4m + l))z,

wobec tego para (m,m(4m + 3)?) spelnia
warunki zadania.

Co by bytlo, gdyby te liczby nie byty
rézne?

Istniejg tez dodatnie komoérki
zdefiniowane podobnie, ale gdy granice
bierze si¢ przy t — 0.

Iustracja plaszczyzny rzutowej ZoP?

Andrzej Szczepan Bialynicki-Birula zmart
w 2021 r. Od 2022 r. dziala Fundacja
Jego imienia, wspierajaca studentéw
matematyki i informatyki UW z Biatorusi
i Ukrainy:
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Jak wobec tego wyglada pogrupowanie punktéw wzgledem granic przy
dzialaniu R*? Zbiér punktéw takich, ze y # 0, ktérych granica jest (0: 1 :0),
mozna utozsamié z plaszczyzna R? (podobnie jak powyzej punkty, dla ktérych
z # 0). Zbiér punktéw takich, ze y = 0, ale z # 0, dla ktdérych granica jest
(0:0:1), utozsamia sie z prosta R. Ostatni zbiér sklada sie z punktu (1:0: 0).
Otrzymalismy wiec podzial ptaszczyzny rzutowej na bardzo tadne czesci —
tadne w tym przypadku oznacza, ze mozna je utozsamié¢ z R™ dla pewnego n,
zaleznego od granicy.

Tytulowe twierdzenie, ktore wreszcie mozemy dokladnie sformutowag,
méwi, ze to samo bedzie sie dzialo dla kazdego (algebraicznego) dzialania na
kazdej gladkiej podrozmaitoéci w kazdej przestrzeni rzutowej (nie tylko na
plaszczyznie). Teraz zamiast R bedziemy dla wiekszej ogélnosci pisaé¢ K, bo
twierdzenie dziala nie tylko dla ciata liczb rzeczywistych. Ustalmy tez rézne
liczby calkowite ag, ..., a, i zdefiniujmy dzialanie K* na KP" wzorem

to(xo:ay:...:@y) = (%20t 2y ... txy,).

Zbiér punktéw o ustalonej granicy p nazywamy (ujemng) komorkq
Bialynickiego- Biruli stowarzyszona z p.

Twierdzenie (ASBB, 1973). Niech X C KP" bedzie gladkq podrozmaito$cig takq,
2e K*o X C X, czyli dzialanie nie wyprowadza punktow X poza X. Wtedy kazda
komdérka Bialynickiego-Biruli w X jest izomorficzna z przestrzenig liniowg K™
dla pewnego n; € N zaleznego od komorki.

Inne ciata. Jak wspomnieliémy powyzej, nie korzystamy z zadnych
szczegblnych wlasnoéci ciata liczb rzeczywistych. Analiza przykladu
przebiegalaby wlasciwie tak samo, gdyby za R wszedzie podstawi¢ Q. Ba, ten
argument dziala nawet, jesli zamiast R wybierzemy cialo liczb zespolonych C
lub cialo Z,, ktére ma p elementéw, dla liczby pierwszej p. Musimy jedynie
zachowaé konwencje, ze tlggo t~"x jest rowne zero dla kazdego naturalnego n > 0

i kazdego x z C czy Z,. To wiedzie do paradoksalnego, ale stusznego wniosku, ze
uzywane powyzej pojecie granicy nie wymaga zadnej ,ciagloéci”! Przykladowo,
Czytelnik moze obliczy¢, ze ZoP? sklada sie jedynie z siedmiu punktéw:

(0:0:1), (0:1:1), (1:0:1), (1:1:1), (1:0:0), (0:1:0), (1:1:0),

a mimo to réwnosé tlim to(1:1:1)=(0:1:0) dla dzialania z naszego przykladu
—00

nadal zachodzi.

Gtadkos$é. Komorki Biatynickiego-Biruli mozna tez zdefiniowaé w ogdlniejszym
przypadku, bez zakladania gladkosci. Ustalmy tylko X C KP™ speliajacy

K* o X C X. Wtedy definiujemy X jako zbiér wszystkich K*-niezmienniczych
odwzorowan z K do X. Nie jest jasne, dlaczego na tak okreslonym zbiorze da sie
zbudowaé strukture przestrzeni. Dopiero W. Drinfeld w roku 2013 dowiédl, ze
to mozliwe. Przestrzen ta okazala si¢ bardzo uzyteczna w badaniu przypadku
odlegtego od gladkiego — w tzw. przestrzeniach moduli. Ale to juz temat na inny
artykut.

Zakonczenie. Chcieliby$my zakonczy¢ niniejszy artykul fragmentem
odpowiedzi Andrzeja Szczepana Bialynickiego-Biruli na pytanie o pozytki

z powszechnego nauczania matematyki, bedace czedciag przeprowadzonej przez
Delte ankiety (A$2):

(... ) roli matematyki nie mozna sprowadzaé do znajomosci wzoréw i faktow.
Sqdze, ze wazna jest szkola myslenia, ktorg daje matematyka kazdemu, pewna
dyscyplina formulowania i wypowiadania poglgdow i argumentéow. Brak takiej
dyscypliny moze bardzo w Zyciu przeszkadzad.

Na trzech stronach tego artykutu przebyliémy do$é daleka droge — od
wprowadzajacego przykladu o podréznikach na sferze do analizy bardzo
abstrakcyjnych struktur. Mamy nadzieje, ze lektura byta dla Czytelnikéw
dobrym treningiem wspomnianego wyzej matematycznego my$lenia.
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